
Métodos Miméti
os Apli
ados a la E
ua
iónde Helmholtz en 1D Sobre MalladosNo-Uniformes.
Mairim Colmenares24 de noviembre de 2008



Universidad de CaraboboFa
ultad Experimental de Cien
ias y Te
nologíaDepartamento de Matemáti
as
Métodos Miméti
os Apli
ados a la E
ua
iónde Helmholtz en 1D Sobre MalladosNo-Uniformes

Trabajo Espe
ial de Grado presentado ante la ilustre Universidad de Carabobopor la Br. Mairim C. Colmenares para optar al título de Li
en
iada enMatemáti
as.Tutor: Prof. Orestes MontillaCotutor: Prof. Carlos Cadenas
Valen
ia, Venezuela24 de noviembre de 2008



Nosotros, los abajo �rmantes, designados por la Universidad de Carabobo 
omointegrantes del Jurado Examinador del Trabajo Espe
ial de Grado titulado�Métodos Miméti
os Apli
ados a la E
ua
ión de Helmholtz en 1D SobreMallados No-Uniformes�, presentado por la Br. Mairim C. Colmenares,titular de la Cédula de Identidad 16.270.061, 
erti�
amos que este trabajo
umple 
on los requisitos exigidos por nuestra Magna Casa de Estudios paraoptar al título de Li
en
iada en Matemáti
as.
Prof. Orestes MontillaTutor
Ms
. María A. AlvaradoJurado
Ms
. Máximo MeroJurado



DEDICATORIA
A mis padres.A mis hermanos.

iv



AGRADECIMIENTOSCreo que esta es una de las partes más pensadas durante toda la elabora
ión deltexto, el motivo de esto es el no querer que faltara ninguna de las personas quemere
en formar parte de estas líneas, por lo tanto, de antemano pido dis
ulpasporque estoy segura que me faltaran mu
hisimas.Primeramente debo agrade
erle a ese ser llamado Dios, ya que él dispuso a dospersonas maravillosas 
omo mis padres y amigos, a mi madre Milagro CarolinaCastellanos y mi padre Gustavo Colmenares, personas que se han preo
upado pordarme todo el apoyo ne
esario para mi desarrollo 
omo persona y profesional, a losque debo mu
ho más que la vida. Ustedes han sido mu
ho mas que mis padres hansido mis 
ómpli
es, mis amigos, mis 
on�dentes y el motor prin
ipal que impulsola realiza
ión y 
ulmina
ión de este proye
to que de
idí emprender ha
e ya unosaños, a ustedes ½mu
hísimas gra
ias!.A Gustavo a quien siempre llamaré Tavi, por a
ompañar mientras pudo a losviejos y ahora, en este último año, por a
ompañarme a mi, por estar pendientede mi en estos días de lo
ura; a JuanPablo por ser la alegría más pequeña de la
asa, por darle o�
io a nuestros padres y por sa
arme una sonrisa 
ada una delas ve
es que llamé a la 
asa, mientras tratando de aprender a hablar me pedía labendi
ión y un 
ho
olate.También debo agrade
erle a mi abuelita Senobia, por su apoyo y por sus divinastortas, ½uhmm!...solo re
ordarlas me ha
e agua la bo
a, por siempre tener unapalabra de aliento y por ser mi mayor 
ómpli
e.A mi tía Miriam, por ser ejemplo a seguir y por ayudarme tantas ve
es en losmomentos de apuros y aún seguir ha
iéndolo, por sus 
onsejos y su pa
ien
ia.A mis tios Cesar, Román, Walter y Elsa por mostrarme siempre su apoyo, porestar pendiente de mi y tener siempre la disposi
ión a ayudarme, se que de haberv



podido ayudar mu
ho mas lo hubiesen he
ho. No puedo dejar de agrade
er a misprimosWalter, Dayi, Marigaby, Borinel y Borisel por 
omprenderme y perdonarmetodas las ve
es que deje de a
ompañarlos, por uno u otro motivo.A Luis Blaides (El Negro), a tí que a pesar de todas las peleas que tuvimos durantela 
arrera, siempre has estado 
onmigo, en las buenas y en las malas, además, debóde feli
itarte por la maravillosa familia que tienes.A Gui
ho, Xioma, Jean, la Nena, Ovelio, Gaby y las alegrías de la 
asa Ana Jesúsy Vi
tor Jesús, mu
hísimas gra
ias por abrirme las puertas de sus 
orazones ya
obijarme durante todos estos años 
omo una más de ustedes.A mis hermanas Kela y Vaquita por soportar mis 
ambios de humor, mis loqueras,por 
onvertirse en algo mas que unas simples amigas..., jamás 
reo poder olvidartú 
umpleaños Vaquita (otro 
omo ese...½no, por favor!). A Yoselyn por estar estosmeses 
onmigo y sufrir a mi lado; por supuesto a las mu
ha
has de la residen
iay a la Sra. Ali
ia, ½mu
has gra
ias!.A Einar, por todas los aventones que me dio, por sa
arme de apuros, por ser 
omoel �Chapulin Colorado�.A Jordan, por a
ompañarme durante estos años, por el apoyo via internet, porser 
omo es.A Enrique (Kike), por los buenos momentos en el puesto de teléfono, por su apoyo
ada vez que lo ne
esite.A mis 
ompañeros de 
arrera por su apoyo en los momentos difí
iles, también deboagrade
erle a los profesores del departamento de Matemáti
a, por soportarnostodos los desastres y bo
hin
hes que armamos, muy espe
ialmente a José Mar
ano(Mi Hijo) quien siempre 
on su bo
hin
he y su :"todavia queda tiempo"nos hizo
orrer más de una vez. Al profesor Rafael Ortega por enseñarme mu
hísimas 
osasy siempre tener la disponibilidad para ayudarme.vi



A mis tutores y amigos, Oreste Montilla y Carlos Cadenas, por toda la
olabora
ión prestada a pesar de las obliga
iones y las distan
ias; sobre todoa Orestes, después de todas esas amenazas de se
uestro, ja ja ja.A Dany De Ce

his, por todos los jalones de orejas que me dio 
uando �ojeaba,por ser un gran amigo y 
ompañero, por enseñarme que la gente se quiere 
omoes y punto, sino no se quiere...,por todo su apoyo, ½½mu
hísimas gra
ias!!. Comolamento que estes lejos y y no puedas 
ompartir 
on Bian
a y 
onmigo en estosdías de alegría.A mi amiga Lenys Bello, por 
ompartir 
onmigo mu
hísimos momentos, por serejemplo a seguir y por darme el apoyo ne
esario 
uando lo ne
esite.A mi se
re Hermi, a la Sra. Mary y a la negra Yohana, por toda su 
olabora
ión,por los buenos deseos y la disposi
ión para ayudarnos a 
ada uno de nosotros entodo momento.A mi gente de 
ontrol de estudio, por tener siempre la disposi
ión de 
olaborarmey aguantarme mientras le montaba 
a
ería a Oreste.Antes de �nalizar estos agrade
imientos debo agrade
erle a José Luis Ramirez,por todo su apoyo para la 
ulmina
ión de esta tesis, por ayudarme a resolver losin
onvenientes presentados y por inye
tarme un poquito de su parti
ular pa
ien
ia.A todas aquellas otras personas que de una forma u otra intervinieron en miforma
ión personal y profesional, por lo menos hasta el momento, mu
hísimasgra
ias... Mairim Carolina Colmenares Castellanos (La �ak)
vii



Índi
e general
1. EL PROBLEMA 11.1. Introdu

ión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11.2. Ante
edentes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31.3. Justi�
a
ión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51.4. Objetivos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61.4.1. Objetivo General . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61.4.2. Objetivos Espe
í�
os . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62. MARCO TEÓRICO 72.1. E
ua
ión de Helmholtz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72.2. Método de Diferen
ias Finitas . . . . . . . . . . . . . . . . . 122.3. Con
eptos Bási
os . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132.3.1. Mallados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142.3.2. Fun
iones Dis
retas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17viii



2.3.3. Matriz Centrosimétri
a . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182.3.4. Matriz Anti
entrosimétri
a . . . . . . . . . . . . . . . 182.3.5. Matriz 
on Estru
tura tipo Toeplitz . . . . . . . . . . 192.3.6. E
ua
ión de Onda Unidimensional . . . . . . . . . . 192.3.7. Condi
iones de Frontera . . . . . . . . . . . . . . . . . 192.4. Método Castillo-Grone: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202.4.1. Esquema de Dis
retiza
ión Miméti
a . . . . . . . . . 212.5. Método Montilla-Cadenas-Castillo(MCC): . . . . . . . . . . 262.6. Método MCC sobre Mallados No-Uniformes: . . . . . . . . 292.6.1. Divergen
ia Miméti
a No-Uniforme . . . . . . . . . . 302.6.2. Gradiente Miméti
o No-Uniforme . . . . . . . . . . . 342.7. Teorema de la Divergen
ia Generalizada . . . . . . . . . . . 402.8. Orden de Convergen
ia de los Operadores: . . . . . . . . . 433. Resolu
ión de la E
ua
ión de Helmholtz 543.1. Genera
ión del Mallado No-Uniforme . . . . . . . . . . . . . 543.2. Dis
retiza
ión de la E
ua
ión de Helmholtz . . . . . . . . . . 563.3. Análisis de Orden de Convergen
ia . . . . . . . . . . . . . . 623.4. Solu
ión mediante Diferen
ias Finitas No-Uniforme . . . . 653.5. Compara
ión de los Métodos . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72ix



3.5.1. Dispersión númeri
a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 743.6. Con
lusiones y Comentarios Finales . . . . . . . . . . . . . . 76A. E
ua
ión de Onda 78B. Cál
ulo Operadores Miméti
os y Resolu
ión de la EH 84C. Fun
iones Generadas para el Cál
ulo de los Operadores 96D. Códigos Diferen
ia Finita 104E. Código para el 
ál
ulo del error 108F. Operadores Dis
retos No-Uniformes en 1D 109

x



Índi
e de �guras
2.1. Mallado No-uniforme Suave . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162.2. Mallado No Uniforme No Suave . . . . . . . . . . . . . . . . 162.3. Mallado Inter
alado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172.4. Fun
ión Nodal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172.5. Fun
ión Celda-Valuada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182.6. Operadores Dis
retos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222.7. Mallado Inter
alado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 292.8. Divergen
ia No-Uniforme N = 9 . . . . . . . . . . . . . . . . 342.9. Gradiente No-Uniforme N = 9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 403.1. Mallado No-Uniforme para N = 9 . . . . . . . . . . . . . . . 553.2. Convergen
ia para w=10 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 643.3. Convergen
ia para w=100 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65xi



3.4. Convergen
ia para w=200 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 663.5. Mallado para Diferen
ias Finitas . . . . . . . . . . . . . . . . 673.6. Lapla
iano N = 9,w = 2pi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 693.7. Lapla
iano N = 10,w = 2pi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 703.8. Lapla
iano N = 11,w = 2pi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 703.9. Matriz Identidad Extendida N = 11,w = 2pi . . . . . . . . . 723.10.Miméti
o Vs DF w = 10 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 733.11.Miméti
o Vs DF w = 100 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 743.12.Convergen
ia Mimétivo Vs DF w = 10 . . . . . . . . . . . . . 753.13.Convergen
ia Mimétivo Vs DF w = 100 . . . . . . . . . . . . 76

1



ResumenEste trabajo se enfo
a en las investiga
iones realizadas en el 2006 por Montilla-Cadenas-Castillo [1℄, en las 
uales se realiza una generaliza
ión del métodode Castillo-Grone y efe
túan un aporte sobre la obten
ión de los operadoresdiferen
iales dis
retos sobre mallados no-uniformes. Ha
iendo uso de los resultadosobtenidos por estos investigadores se elaboró un algoritmo que permite la
onstru

ión de di
hos operadores para un N 
ualquiera y k = 2, donde krepresenta el orden del operador, para un mallado no-uniforme. Los operadoresobtenidos se emplearon en la resolu
ión de la E
ua
ión de Helmholtz en 1D sobremallados no-uniformes y se generó un esquema en Diferen
ias Finitas para la
ompara
ión de los resultados obtenidos por ambos métodos.Palabras Claves: Métodos Miméti
os, Mallados No-Uniformes, E
ua
ión deHelmholtz .



Capítulo 1
EL PROBLEMA
1.1. Introdu

iónLas e
ua
iones diferen
iales son de gran importan
ia en problemas de la físi
ay otras 
ien
ias, ya que modelan los fenómenos que en ellos se presentan.Por ejemplo, en los análisis de índi
e bursátil, 
re
imiento pobla
ional o elposi
ionamiento en órbita de un satélite, entre otros, se des
riben modelosdinámi
os, los 
uales están sujetos a 
ondi
iones ini
iales y 
ondi
iones de fronterasque están de�nidas en el espa
io o dominio de la investiga
ión.Existen mu
has áreas de estudio donde el uso de las E
ua
iones Diferen
ialesPar
iales es impres
indible, por ejemplo : a
ústi
a, ele
trodinámi
a, me
áni
a
uánti
a, dinámi
a de �uidos, meteorología, ópti
a, transferen
ia de 
alor, entreotros. La solu
ión de estás e
ua
iones desde un punto de vista analíti
o esextremadamente difí
il o imposible. Este problema se logra salvar al experimentarsu solu
ión 
on diversas té
ni
as numéri
as, entre las 
uales podemos men
ionarlos métodos de Diferen
ias Finitas, métodos de los Elementos Finitos, método deElementos Volumen, métodos sin mallas(Mess Free), et
.Un enfoque para resolver estas e
ua
iones diferen
iales es el 
ono
ido Método



El Problema Ante
edentesMiméti
o el 
ual se 
ara
teriza por dis
retizar la teoría 
lási
a del 
ontinuo. Estosmétodos 
onservan propiedades importantes del 
ál
ulo diferen
ial e integral, lo
ual es una ventaja puesto que mu
hos de los modelos en E
ua
iones Diferen
ialesPar
iales se pueden expresar en términos de los operadores lineales Divergen
ia,Gradiente y Lapla
iano.La idea de los métodos miméti
os se remonta a los años 80 
uando un grupo,liderado por Alexander Samarskii [2℄, desarrolló el Método de Operadores deReferen
ia, también 
ono
ido 
ómo Método de Operadores de Soporte. Estemétodo usa versiones dis
retas de las identidades integrales 
on la �nalidad deemular propiedades importantes de la teoría del 
ontinuo. Las investiga
ionesmás relevantes en esta dire

ión se puede men
ionar los trabajos realizados porCastillo-Grone en el 2003 [3℄ y Castillo-Yasuda [4℄.En la investiga
ión desarrollada por Castillo-Grone se des
ribe una metodologíabasada en el analisís matri
ial para operadores dis
retos miméti
os de orden mayora 4. Posteriormente, en el 2004, Montilla y Cadenas [5℄ realizan una generaliza
iónde las matri
es de Vandermonde ne
esarias para la 
onstru

ión de los operadoresdis
retos miméti
os.En el 2006 Montilla y otros [1℄ realizan una extensión del método de Castillo-Grone para el 
aso de mallas no-uniformes, basándose en la generaliza
ión de lasmatri
es de Vandermonde obtenidas por Montilla-Cadenas [5℄.En este trabajo usaremos el método basado en los operadores diferen
ialesdis
retos miméti
os obtenidos por Montilla, Cadenas y Castillo para el 
aso demallas no-uniformes en 1D [1℄, para dar solu
ión al problema de dispersión deondas a
ústi
as modelado por la E
ua
ión de Helmholtz , ha
iendo uso de unprograma elaborado en un lenguaje de programa
ión de alto nivel. A su vezse estudiará el orden de aproxima
ión de di
ho método así 
omo de la solu
iónobtenida y, 
ompararlo 
on algunos resultados obtenidos a través del Método deDiferen
ias Finitas. 2



El Problema Ante
edentes1.2. Ante
edentesMotivado al interés presentado por la 
omunidad 
ientí�
a en 
uanto a laresolu
ión de las E
ua
iones Diferen
iales Par
iales, se han desarrollado un sinnúmero de artí
ulos abo
ados a en
ontrar solu
iones lo más exa
tas posibles yde bajo 
osto 
omputa
ional, que permitan realizar los 
ál
ulos de una maneramás sen
illa y e�
az. Esto ha dado paso al desarrollo de los métodos miméti
os,que son métodos que preservan propiedades importantes del 
ontinuo y es en losmismos donde se va a 
entrar la investiga
ión desarrollada en este trabajo.En 1996 Mikhail J. Shashkov y Stanly Steinberg [6℄ desarrollaron nuevas té
ni
asde Diferen
ias Finitas que permiten la resolu
ión de e
ua
iones de difusión 
on
oe�
ientes 
omplejos sobre mallados re
tangulares generales.En 1998 James M. Hyman y Mikhail J. Shashkov [7℄, analizaron problemas del
ontinuo 
omo la E
ua
ión de Poisson 
on 
ondi
iones de frontera y dieron a
ono
er que se preservan las propiedades de simetría de los operadores en el
aso dis
reto, además des
ribieron el Método de Operadores de Soporte paraaproxima
iones de la Divergen
ia y Gradiente en un mallado no-uniforme ypropor
ionaron un análisis detallado que prueba que las aproxima
iones 
onvalores en la frontera son operadores positivos y simétri
os.En el año 2003 José E. Castillo y R. D. Grone [3℄, presentaron un enfoque matri
ialpara la genera
ión de operadores miméti
os para la Divergen
ia y el Gradiente;basado en la dis
retiza
ión es
alonada uniforme de un dominio unidimensional.En el año 2003 Juan Rodríguez [8℄, obtuvo aproxima
iones para los operadores
ontinuos Divergen
ia y Gradiente mediante el desarrollo de una herramienta
omputa
ional para los métodos de Diferen
ias Finitas apli
ados a la denominadaE
ua
ión de HelmholtzEn el año 2004 Carlos Cadenas y Vianey Villamizar [9℄, 
ompararon el3



El Problema Justi�
a
iónfun
ionamiento de algunos métodos de Elementos Finitos 
on un método implí
itode Diferen
ias Finitas al ser apli
ados a un problema de dispersión de ondasa
ústi
as en 1D (E
ua
ión de Helmholtz).En el año 2004 Carlos Cadenas y Orestes Montilla [5℄, desarrollaron unageneraliza
ión de las entradas de las matri
es de Vandermonde para la
onstru

ión matri
ial de los operadores de Divergen
ia Dis
reta Miméti
a.En el año 2006 Orestes Montilla, Carlos Cadenas y José Castillo [1℄, plantearon unageneraliza
ión de la té
ni
a desarrollada por Castillo-Grone [3℄ para la obten
iónde los operadores (Divergen
ia y Gradiente) sobre mallados no-uniformes.En el año 2006 Carlos Cadenas, Javier Rojas y Vianey Villamizar [10℄ usaron elmétodo de Elementos Finitos Mínimos Cuadrados en un problema de dispersión deondas a
ústi
as gobernado por la E
ua
ión de Helmholtz sobre mallados uniformesen 1D.En el año 2006 F. Hernández y C. Bu
hart [11℄, mostraron un estudio numéri
ode distintos esquemas de dis
retiza
ión en Diferen
ias Finitas en 1D. Algunosde estos esquemas usán el método de Operadores de Referen
ia y las té
ni
as deCastillo-Yasuda-Grone.En el año 2007 F. Hernández y otros [12℄, realizaron un estudio experimental delos métodos iterativos para la solu
ión de sistemas lineales grandes mediante unadis
retiza
ión miméti
a de segundo orden en 2D.En el año 2007 L. Blaides [13℄ realizó el 
ál
ulo de los operadores miméti
osbidimensionales sobre un mallado tensorial uniforme, utilizando una adapta
iónde la metodología de Montilla, Cadenas y Castillo [1℄.
4



El Problema Justi�
a
ión1.3. Justi�
a
iónLas e
ua
iones diferen
iales juegan un papel fundamental en físi
a y mu
hasotras 
ien
ias, pero es enorme la di�
ultad que se presenta para hallar la solu
iónanalíti
a de éstas. Esta 
lase de in
ovenientes ha motivado a un gran grupo deinvestigadores a desarrollar té
ni
as numéri
as que permitan obtener solu
ionese�
ientes y 
on�ables, té
ni
as que satisfagan los teoremas 
lási
os del 
ál
ulove
torial y las leyes de 
onserva
ión, entre otros. Algunas de los modelos queinvolu
ran estas e
ua
iones están formulados en términos de los operadoresdiferen
iales de primer orden (Divergen
ia y Gradiente), estos operadoresdis
retos no mantienen regularmente algunas propiedades físi
as importantes delos operadores 
ontinuos.A lo largo de los años se ha ido evolu
ionando 
on respe
to a las té
ni
asque 
umplan las propiedades antes men
ionadas (Leyes de Conserva
ión Global,Teorema de la Divergen
ia Generalizada, entre otros). El ini
io de estas té
ni
asse remontan al año 1982 
uando Samarskii presenta el Método de Operadoresde Referen
ia (también 
ono
ido 
omo Operadores Soporte). En el año 1996,Shashkov publi
ó el úni
o libro 
ono
ido hasta el momento sobre el Método deOperadores de Referen
ia [14℄.En el 2003 Castillo y Grone publi
aron un trabajo, donde se des
riben unametodología para la 
onstru

ión de operadores miméti
os para la Divergen
ia yel Gradiente, el 
ual se fundamenta en el empleo de la formula
ión matri
ial parael 
ál
ulo de los operadores. Estos operadores miméti
os preservan propiedadesimportantes de los operadores 
ontinuos, así 
omo también se puede observar la
laridad y sen
illez de di
hos métodos.En el 2006 Montilla, Cadenas y Castillo realizaron una extensión del método deCastillo-Grone para obtener los operadores miméti
os, a través de la generaliza
iónobtenida para la 
onstru

ión de las matri
es de Vandermonde en el 2003 porMontilla-Cadenas. 5



El Problema ObjetivosEn este trabajo se usará la metodología desarrollada por Montilla, Cadenas yCastillo, al 
aso unidimensional sobre mallados no-uniformes para resolver elsistema de e
ua
iones generado al sustituir los operadores 
orrespondientes en la
ono
ida E
ua
ión de Helmholtz, esta e
ua
ión tiene parti
ular interés, en virtuda la di�
ultad que presenta bajo determinadas 
ondi
iones para ser resuelta através de pro
edimientos numéri
os, esto debido a la dispersión numéri
a quesuele presentarse al momento de su resolu
ión.1.4. Objetivos1.4.1. Objetivo GeneralEstudiar las propiedades de aproxima
ión de los operadores diferen
ialesmiméti
os y su apli
a
ión a un problema de dispersión de ondas a
ústi
as(E
ua
ión de Helmholtz ).1.4.2. Objetivos Espe
í�
os1. Analizar la teoría existente de 
onstru

ión de operadores diferen
ialesmiméti
os, por medio de una revisión bibliográ�
a.2. Apli
ar la metodología de Montilla, Cadenas y Castillo para obtener losoperadores diferen
iales miméti
os de primer orden sobre mallados no-uniformes en 1D utilizando lenguaje simbóli
o.3. Realizar un estudio de 
onvergen
ia para 
al
ular el orden de aproxima
iónde los operadores miméti
os obtenidos mediante el uso de polinomios.4. Resolver un problema de dispersión de ondas a
ústi
as unidimensional(E
ua
ión de Helmholtz ) utilizando los operadores obtenidos y 
al
ular elorden de 
onvergen
ia.5. Comparar la solu
ión dada por el método matri
ial miméti
o 
on losresultados obtenidos mediante el método de diferen
ias �nitas.6



Capítulo 2
MARCO TEÓRICO
2.1. E
ua
ión de HelmholtzLa gran mayoría de los fenómenos de propaga
ión de ondas en la naturaleza estángobernados por la E
ua
ión de Helmholtz , esta es una e
ua
ión elípti
a des
ritaen derivadas par
iales y se dedu
e a partir de la e
ua
ión de onda que está dadapor:

∂2p

∂t2
= k2 ∂2p

∂x2
(2.1)Luego de realizar una 
ierta manipula
ión algebrai
a, la e
ua
ión (2.1) nos
ondu
e a la E
ua
ión de Helmholtz la 
ual se ve representada mediante laexpresión:

∂2p̂

∂t2
+ c2∆p̂ = 0 (2.2)



Mar
o Teóri
o E
ua
ión de Helmholtzdonde p̂ es una onda armóni
a en el tiempo, la 
ual va a representar la presión ypuede ser des
ompuesta en la suma de la presión de la onda in
idente y de la ondaespar
ida, p̂ = pinc + psca, supongamos que p̂ genera una respuesta armóni
a enel tiempo dada por p̂(x, y, z, t) = p(x, y, z)eiωt, es esta suposi
ión la que nos
ondu
irá a la dedu

ión de la E
ua
ión de Helmholtz .De la e
ua
ión anterior:
∂2p̂

∂t2
= p(x, y, z)

∂2

∂t2
(eiωt) (2.3)se tiene que

∂2

∂t2
(eiwt) =

∂

∂t

(
∂eiωt

∂t

)

=
∂

∂t
(iωeiωt)

= i2ω2eiωt, 
omo i2 = −1

= −ω2eiωtpor lo tanto ∂2p̂

∂t2
= p(x, y, z)(−w2eiwt).Sustituyendo la expresión anterior en (2.2) se obtiene que:

∆p̂ =
−1

c2

∂2p̂

∂t2(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
p(x, y, z)eiωt =

ω2

c2
p(x, y, z)eiωt

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
1

p(x, y, z)
=

ω2

c2

(
∆2p +

ω2

c2

)
p = 0. (2.4)8



Mar
o Teóri
o E
ua
ión de Helmholtzla rela
ión k = ω
c
es 
ono
ida 
omo número de onda, ω es la fre
uen
ia temporal, ces la velo
idad de onda, y p representa la presión. La e
ua
ión dada por (2.4) es lamen
ionada E
ua
ión de Helmholtz , los fenómenos gobernados por esta e
ua
iónse en
uentran de�nidos sobre dominios abiertos, lo que al momento de realizar los
ál
ulos 
omputa
ionales nos obliga a limitar el dominio a una frontera arti�
ial,la 
ual viene dada por formas geométri
as simples (esferas, 
ír
ulos, elipses),las 
ondi
iones de frontera para el problema que deseamos resolver están dadaspor la 
ombina
ión de 
ondi
iones de frontera tipo Neuman y tipo Diri
hlet. Sedebe tener en 
uenta que para que el problema resulte bien planteado hay queintrodu
ir una 
ondi
ión de borde in�nito, la 
ual es 
ono
ida 
omo 
ondi
ión deSommerfeld, la misma se en
uentra de�nida para 
ualquier dimensión mediantela siguiente expresión:

ĺım
r→∞

r(d−1)/2(p′ − ikp) = 0Para el 
aso de 1D esta 
ondi
ión está de�nida por:
ĺım
r→∞

(p′ − ikp) = 0la e
ua
ión anterior nos indi
a que para el 
aso unidimensional esta 
ondi
ión esexa
ta, lo 
ual se veri�
a a 
ontinua
ión:Supongamos una fun
ión de�nida por p(x) = Aeikx donde p′(x) = ikAeikxDe tal forma que:
p′ − ikp = 0

ikAeikx − ikAeikx = 0de esta forma veri�
amos que la 
ondi
ión de Sommerfeld es exa
ta en todo eldominio. Ahora evaluando en el borde izquierdo, tenemos que:9
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o Teóri
o E
ua
ión de Helmholtz
p′(1) − ikp(1) = 0De modo que el problema a resolver para la onda espar
ida, está dada por elsiguiente sistema:

p′′ + k2p = 0, 0 < x < 1 (2.5)
p′(0) = ik (2.6)

p′(1) − ikp(1) = 0. (2.7)Se desea hallar la solu
ión exa
ta a la e
ua
ión diferen
ial ordinaria 
on
oe�
ientes 
onstantes representada por (2.5), sujeta a las 
ondi
iones de borde(2.6) y (2.7). Para ello se utilizará un pro
edimiento estándar que permite hallarla resolu
ión de este tipo de e
ua
iones.Las e
ua
iones diferen
iales de este tipo tiene una solu
ión de la forma
y = yh + yp, dado que (2.5) es homogénea sólo se hallará la fun
ión
omplementaria yh. Se propone y = emx 
omo una solu
ión, pro
ediendo porel método bási
o para la redu

ión de estas e
ua
iones tenemos:

y = emx

y′′ = m2emxSustituyendo las expresiones anteriores en (2.5), tenemos:
m2emx + k2emx = 0

(m2 + k2)emx = 010



Mar
o Teóri
o E
ua
ión de Helmholtzdonde la expresión m2 + k2 = 0 es 
ono
ida 
omo e
ua
ión 
ara
terísti
a opolinomio 
ara
terísti
o y del mismo obtendremos que m =
√
−k2 ⇒ m = ±ikDe esta forma obtenemos dos solu
iones para E
ua
ión de Helmholtz , dadas por:

y1 = eikx (2.8)
y2 = e−ikx (2.9)Así se obtiene

y = Aeikx + Be−ikx (2.10)Deseamos 
ono
er los valores de las 
onstantes A y B para ello haremos uso delas 
ondi
iones men
ionadas en (2.6) y (2.7). Ha
iendo uso de (2.6)
p′sc(0) = ikAsí

y′ = ikAeikx − ikBe−ikx = ik

y′(0) = ikA − ikB = ik (2.11)Ahora usando (2.11) tenemos:
p′(1) − ikp(1) = 0

y′(x) = ikAeikx − ikBe−ikx

y′(1) = ikAeik − ikB−ik11



Mar
o Teóri
o Método de Diferen
ias FinitasEnton
es
p′(1) − ikp(1) = ikAeik − ikB−ik − ik(Aeik + Be−ik) = 0

= ikAeik − ikBe−ik − ikAeik − ikBe−ik = 0

−2ikBe−ik = 0.Así tenemos el siguiente sistema de e
ua
iones
ikA − ikB = ik (2.12)
−2ikBe−ik = 0. (2.13)Dado que k > 0, por (2.13) tenemos que B = 0, y sustituyendo el valor de B en(2.12) se obtiene que:
ikA − ik(0) = ik (2.14)

ikA = ik (2.15)
A = 1. (2.16)De esta forma la solu
ión general para la E
ua
ión de Helmholtz está dada por:

y = eikx = cos(kx) + i sin(kx). (2.17)
2.2. Método de Diferen
ias FinitasEl método de Diferen
ias Finitas es un método 
uyo objetivo es 
onstruiresquemas que permitan resolver de forma aproximada sistemas de e
ua
iones12



Mar
o Teóri
o Con
eptos Bási
osdiferen
iales. La idea bási
a es reemplazar las derivadas por diferen
ias �nitas.Existen mu
hos métodos a través de los 
uales se pueden obtener diferen
ias�nitas para aproximar derivadas, entre los más 
ono
idos se en
uentran seriesde Taylor y polinomios de Interpola
ión de Lagrange.El método de Diferen
ias Finitas se puede resumir esen
ialmente en las siguientesetapas:El dominio 
ontinuo, ya sea un intervalo, un re
tángulo, un elemento devolumen o un dominio arbitrario de forma irregular; se reemplaza por un
onjunto dis
reto de puntos (nodos). A este 
onjunto se le llama malla.En lugar de fun
iones 
on argumentos 
ontinuos, se 
onsidera una fun
ión
on argumentos dis
retos. Los valores de estas fun
iones son de�nidos enlos nodos de la malla o en 
ualquier otro elemento de éste (pudiendo ser enlas 
eldas, 
uyos vérti
es están en los nodos). Esta fun
ión se le denominafun
ión de malla.Todas las derivadas de las e
ua
iones diferen
iales y las 
ondi
iones defrontera son aproximadas por expresiones en diferen
ia. En 
onse
uen
ia,el problema es transformado en un sistema de e
ua
iones algebrai
as(e
ua
iones de mallado o en diferen
ia) lineal o no lineal.Para tener más detalles sobre este aspe
to se puede ver el libro [15℄.
2.3. Con
eptos Bási
osPara el entendimiento y desarrollo de estos métodos, es ne
esario el dominio de
ierta terminología matemáti
a, la 
ual juega un papel fundamental a lo largodel desarrollo de este trabajo. En las líneas que se presentan a 
ontinua
ión sonbrevemente expli
ados los términos más utilizados.13
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o Teóri
o Con
eptos Bási
os2.3.1. MalladosPara la de�ni
ión de mallados, 
onsideremos sin pérdida de generalidad elintervalo [0, 1] en R, ya que todo intervalo de la forma (a, b) es isomorfo a [0, 1] ,realizemos una parti
ión de N +1 puntos, a los que denominaremos nodos y seránrepresentados por: {xi, i = 1, 2, · · · , N + 1}.
0 = x1 < x2 < · · · < xi−1 < xi < xi+1 < · · · < xN < xN+1 = 1 (2.18)Estos N + 1 nodos parti
ionan a la vez el intervalo [0, 1]en N 
eldas:

{(xi, xi+1), i = 1, 2, . . . , N − 1, N}Ahora, si 
ada 
elda di�ere en tamaño (longitud), es denominado mallado no-uniforme. Si por el 
ontrario todas las 
eldas tienen un mismo tamaño,malladouniforme.Para el 
aso no uniforme, se asume que existen 
onstantes Cmáx y Cmin que sonindependientes del parámetro h, donde h =
b − a

N
y este tiende a 
ero 
uando elnúmero de nodos se in
rementa, tal que:

hCmin < xi+1 − xi < hCmáx (2.19)La suposi
ión anterior es denominada regularidad. Si un mallado no-uniformees regular, está 
ara
terizado por el parámetro h y las dos 
onstantes antesmen
ionadas. 14
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o Teóri
o Con
eptos Bási
osMallados Suaves y Mallados No-SuavesPara una apli
a
ión prá
ti
a es importante 
ono
er las diferen
ias entre los tiposde mallados no-uniformes.El primer tipo de mallado no-uniforme que en
ontramos es elMallado Suave. Para
omprender esta de�ni
ión, 
onsidéremos la fun
ión suave x = x(t) de�nida delsegmento [0, 1] en sí mismo. Esta transforma
ión debe ser inye
tiva. En el 
asounidimensional es su�
iente que la fun
ión x sea monótona 
re
iente.Supongamos que en el intervalo [0, 1] se ha
e una parti
ión uniforme 
on nodosdados por ti =
i − 1

N − 1
, i = 1, 2, . . . , N .Bajo estas 
ondi
iones, el mallado {xi : i = 1, 2, . . . , N + 1} sobre el intervalo

[0, 1], se denomina mallado suave sí y sólo sí las 
oordenadas en 
ada nodo sondadas por la fun
ión:
x = x(t)donde la fun
ión x(t) es una fun
ión suave o lisa.Se nota 
laramente que para obtener un mallado no-uniforme suave (ver �gura??), en primer lugar se debe de�nir un mallado uniforme y una fun
ión suave x(t)que se evalúa sobre esta variable (debemos notar que el espa
io de la variable tusualmente se le llama espa
io lógi
o y el de la variable x espa
io físi
o).El mallado no-suave es aquel que no se puede 
onstruir mediante unatransforma
ión suave. Como por ejemplo (observar la �gura 2.2), si se 
onsiderael mallado no-uniforme donde la longitud entre 
ada nodo varía alternativamente

2h, h, 2h, . . .. Para estos tipos de mallado se asume que se 
umple la 
ondi
ión deregularidad. 15
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Figura 2.1: Mallado No-uniforme Suave
Figura 2.2: Mallado No Uniforme No SuaveMallado Inter
aladoUn mallado inter
alado no-uniforme 
onsiste en dos 
onjuntos de puntos, 
omose observar en la �gura 2.3. Uno identi�
ado 
on números enteros y el otroidenti�
ado 
on números ra
ionales de denominador dos (puntos medios). De talforma que si N es un entero positivo, enton
es un mallado inter
alado de tamaño

N en el intervalo [a, b], posee N + 1 puntos xi, donde i = 1, 2, · · · , N + 1, 
on
x1 = a y xN+1 = b. El otro 
onjunto 
onsta de N puntos xi+ 1

2

, i = 1, 2, · · · , N .Los puntos deben satisfa
er la desigualdad xi < xi+ 1

2

< xi+1 para i = 1, · · · , N .16
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Figura 2.3: Mallado Inter
alado2.3.2. Fun
iones Dis
retasDado un mallado inter
alado, se puede de�nir sobre el mismo dos tipos defun
iones para argumentos dis
retos. En un primer 
aso, los valores de la fun
ión
orresponden a los nodos (ver �gura 2.4). Esta es denominada una dis
retiza
iónnodal. En este 
aso la fun
ión de malla es un 
onjunto (o ve
tor) de N números(
omponentes):

v = {vi; i = 1, 2, . . . , n}El 
onjunto de todas las fun
iones v de malla de dis
retiza
ión nodal se denomina
omo HN.Para identi�
ar este tipo de fun
iones, se usan las letras u, v, w, et
.
Figura 2.4: Fun
ión NodalPor otra parte, si los valores de la fun
ión f dis
reta de malla son obtenidos sobrealgún punto de la 
elda (ver �gura 2.5), enton
es ésta es una dis
retiza
ión
elda-valuada. Sin embargo, para este 
aso el valor de la fun
ión no 
orresponde17
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osa un punto espe
í�
o de la 
elda, sino que se 
onsidera la 
elda 
omo un todogeométri
o. Para denotar este tipo de fun
iones se usarán los puntos medios y el
onjunto de todas estas fun
iones se llama HC.
Figura 2.5: Fun
ión Celda-ValuadaSi no se requiere dis
riminar entre ambos tipos de fun
iones de malla, enton
esse puede es
ribir que v ∈ H, o f ∈ H. Aquí H representa el 
onjunto de todas lasfun
iones dis
retas.Estas nota
iones se utilizan para identi�
ar los tipos de fun
iones dis
retas, ya queen ordenes superiores las primeras 
orresponden a una dis
retiza
ión de 
amposve
toriales y las segundas a una dis
retiza
ión de 
ampos es
alares.2.3.3. Matriz Centrosimétri
aLa matriz A ∈ Cm×n (C = R ó C) es 
entrosimétri
a sí y solo sí existen matri
esde permuta
ión Pm y Pn, tal que A = PmAPn.2.3.4. Matriz Anti
entrosimétri
aLa matriz A ∈ Cm×n (C = R ó C) es anti
entrosimétri
a sí y solo sí existenmatri
es de permuta
ión Pm y Pn, tal que A = −PmAPn, ver [16℄.

18
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o Con
eptos Bási
os2.3.5. Matriz 
on Estru
tura tipo ToeplitzUna matriz A tiene estru
tura tipo Toeplitz si sus entradas no nulas enla �la i + 1, son justo las entradas no nulas de la �la i desplazada una
olumna ha
ia la dere
ha. Por ejemplo, sea A una matriz tipo Toeplitz dedimensión 4 × 5, donde la primera �la de A viene dada por los elementos
a11 = x1, a12 = x2, a13 = x3, a14 = x4, a15 = x5, enton
es:

A =





x1 x2 x3 x4 x5

0 x1 x2 x3 x4

0 0 x1 x2 x3

0 0 0 x1 x2





2.3.6. E
ua
ión de Onda UnidimensionalEs una e
ua
ión hiperbóli
a es
rita en derivadas par
iales, que des
ribe fenómenosrelativos a la propaga
ión de onda en un medio 
ontinuo.
∂2u

∂t2
= k2∂2u

∂x2
(2.20)Detalles sobre la e
ua
ión de onda se pueden leer en el Apéndi
e A.2.3.7. Condi
iones de FronteraLas 
ondi
iones de frontera están aso
iadas a variables que representan algunadimensión espa
ial y que se hallan restringidas a una 
ierta región Ω. Si la e
ua
iónen derivadas par
iales es de segundo orden, va a ser ne
esario 
ono
er el valor de19



Mar
o Teóri
o Método Castillo-Gronela solu
ión, de su derivada o de una 
ombina
ión lineal de ellas, en la frontera(∂Ω) de la región 
ono
ida. Se 
onsideran tres tipos de 
ondi
iones de frontera:1. Condi
ión de Diri
hlet: es aquella donde se determina el valor de lasolu
ión en la frontera y suele representarse 
omo:
u(x, t)|∂Ω = g(t)2. Condi
ión de Neumann: es aquella donde se determina el valor de lafrontera según la dire

ión normal de la solu
ión en la frontera, es de
ir:
∂u

∂η
(x, t)|∂Ω = g(t)3. Condi
iones de Robin: esta 
ondi
ión también es 
ono
ida 
omo
ondi
ión mixta, ya que la misma es una 
ombina
ión lineal de las dosanteriores:

u(x, t)|∂Ω + k
∂u

∂η
(x, t)|∂Ω = g(t), (k ∈ IR)

x representa el 
onjunto de las variables que de�nen la región Ω del espa
io.
2.4. Método Castillo-Grone:
Este método des
ribe 
omo 
onstruir dis
retiza
iones miméti
as de los operadoresDivergen
ia y Gradiente, la té
ni
a empleada se fundamenta en la formula
iónmatri
ial para 
al
ular los operadores dis
retos que tienen igual orden deaproxima
ión, tanto en el interior del mallado 
omo en su frontera, estosinvestigadores des
riben 
omo obtener los operadores dis
retos en una dimensiónpara mallados inter
alados uniformes para órdenes superiores, 
omo se 
ita en [3℄.20



Mar
o Teóri
o Método Castillo-Grone2.4.1. Esquema de Dis
retiza
ión Miméti
aLos operadores diferen
iales obtenidos bajo esta metodología satisfa
en una ley de
onserva
ión global y al igual que el método de operadores de referen
ia o soportese requiere 
onstruir operadores dis
retos miméti
os que satisfagan la identidadintegral:
∫

V

f div(~v)dV +

∫

V

(~v, grad(f))dV =

∮

S

f (~v, ~n)dS (2.21)Donde V es un volumen arbitrario 
on frontera S y el ve
tor unitario normal
~n exterior a S, f es una fun
ión es
alar arbitraria, ~v es una fun
ión ve
torialarbitraria.Los operadores involu
rados en la e
ua
ión anterior poseen tres ideasestre
hamente rela
ionadas (Teorema de la Divergen
ia, la Conserva
ión Lo
aly la Conserva
ión Global). La 
onserva
ión lo
al es un 
aso espe
ial del Teoremade la Divergen
ia Generalizada, tomando f ≡ 1 y a V 
omo una 
elda sen
illa.En 
ambio, la 
onserva
ión global es (2.21) 
on f ≡ 1 apli
ada a toda la regiónen 
onsidera
ión.Para el 
aso unidimensional y espe
i�
amente para V = [0, 1] la identidad (2.21)se 
onvierte en la 
ono
ida regla de integra
ión por parte

∫ 1

0

f
dvdx

dx +

∫ 1

0

dfdx v dx = v(1)f(1) − v(0)f(0) (2.22)En algunas apli
a
iones, tales 
omo, las leyes de 
onserva
ión hiperbóli
a, elGradiente no es ne
esario que sea 
onservativo; pero para la Divergen
ia vamosa requerir que sea 
onservativa; es de
ir, que la fórmula de integra
ión por partesse satisfaga en (2.22) para f ≡ 1 o que para el 
aso unidimensional la e
ua
ión(2.22) se 
onvierte en: 21
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∫ 1

0

v′ dx =

∫ 1

0

dvdx = v(1) − v(0), si f ≡ 1 (2.23)Para el desarrollo del método se de�ne un mallado inter
alado uniforme, 
on
h = 1

N
, nodos xi = (i − 1)h, 1 ≤ i ≤ n y 
eldas (xi, xi+1) 
on 
entros en

xi+ 1

2

= 1
2
(xi + xi+1). Consideremos las fun
iones dis
retas f y v, donde f ∈ HC y

v ∈ HN. Es de
ir, f tiene una dis
retiza
ión 
elda-valuada (puntos medios) y vtiene una dis
retiza
ión nodal (puntos enteros).El operador de Divergen
ia dis
reta D a
tuará sobre los valores de v, mientrasque el Gradiente dis
reto G lo hará sobre los valores de f , 
omo se observa en la�gura 2.6.
Figura 2.6: Operadores Dis
retosBajo estas 
ondi
iones el operador de Divergen
ia dis
reta más simple está dadopor:

(
Dx(v)

)

i+ 1

2

=
vi+1 − vi

h
, 1 ≤ i ≤ N − 1 (2.24)y el Gradiente Dis
reto es de�nido a su vez por:

22
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(
Gx(f)

)

1
=

f 3

2

− f1

0, 5h
, i = 1

(
Gx(f)

)

i
=

fi+ 1

2

− fi− 1

2

h
, 2 ≤ i ≤ N (2.25)

(
Gx(f)

)

N
=

fN − fN−
1

2

0, 5h
i = N + 1El operador de Divergen
ia des
rito anteriormente tiene orden dos, mientras queel Gradiente es de orden dos en el interior y de primer orden en la frontera,por lo tanto es ne
esario estable
er 
ondi
iones para que tenga igual orden deaproxima
ión en todo el mallado.Cuando se usa un mallado inter
alado uniforme el operador D se puede interpretar
omo una matriz de N − 1 �las y N 
olumnas,La Divergen
ia de los 
ampos ve
toriales es nula (Dv = 0, v ≡ 1), si e =

(1, 1, . . . , 1)T una N-upla, al premultipli
arla 
on D se debe 
umplir que:
De = 0Esta 
ondi
ión equivale a la propiedad de la derivada de anular las fun
iones
onstantes. Esta al igual que algunas otras 
ondi
iones son propiedades deseadaspara la matriz de Divergen
ia D, a 
ontinua
ión se presenta las propiedadesdeseadas:1. D tiene suma de �las 
ero, o de forma equivalente (e, Dt) = De = 0, donde

e = (1, 1, · · · , 1)t.2. D tiene suma de 
olumnas −1, 0, · · · , 0, 1, o de forma equivalente
(D, e) = e

tD = (−1, 0, · · · , 0, 1). 23



Mar
o Teóri
o Método Castillo-Grone3. D es una matriz en banda (b denota el an
ho de banda de D).4. D tiene una estru
tura tipo Toeplitz en la �las interiores, y es de�nidaindependiente de N (el número de puntos del mallado), si N ≥ 3b − 1.5. D es simétri
a 
entro in
linada: D = −PNDPN+1Ahora, 
ono
idas las 
ondi
iones requeridas se trata de obtener las matri
esdeseadas para los operadores. El método de Castillo-Grone [3℄ se resume en losiguientes pasos:1. Se 
onstruye una matriz S , la 
ual se va a llamar matriz generadora natural,di
ha matriz se obtiene usando polinomios de Lagrange y se le imponen las
ondi
iones requeridas por la matrizD, esta matriz se 
onvierte en 
andidatapara 
onvertirse en la matriz de Divergen
ia miméti
a deseada, para ello Sdeberá sufrir algunas modi�
a
iones. Para estas modi�
iones se apli
a elsiguiente 
riterio:Criterio: Sean k y 3k
2
enteros no negativos �jos y A la matriz de dimensión

k× 3k
2
. La matriz modi�
ada S se obtendrá al reemplazar las primeras k �lasde S por una matriz de orden k × (N + 1).2. Las nuevas entradas de S se en
uentran mediante un sistema de e
ua
iones

M a = r , donde M va a estar de�nido por matri
es de Vandermonde, ava a ser un ve
tor de�nido por las entradas de la matriz a , esta matriz vaa ser la matriz usada para la modi�
a
ión realizada en las �las de S y r vaa tener dimensiones dea
uerdo al número de �las de MPara un mayor estudio del método se re
omienda ver [1℄.En el 
aso que se use el produ
to interno usual el problema de en
ontrar unaversión dis
reta del Gradiente es equivalente a en
ontrar una versión dis
reta dela Divergen
ia. 24
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o Teóri
o Método Montilla-Cadenas-CastilloSea D una matriz N × (N + 1), versión dis
reta de la Divergen
ia, D̂ es la matriz
D aumentada en dos �las de 
eros, la primera y la última �la. Además, sea G unamatriz (N +1)×(N +2), versión dis
reta del Gradiente. Si v es una (N −upla), f ,es de
ir, (f 3

2

, f 5

2

, · · · , fN− 1

2

) y f̂ , es f aumentada 
on los puntos f1 y fN agregadosen sus extremos, tal que, f̂ es una (N + 1)−upla. Para estos objetos, la identidadintegral (2.22) en términos del produ
to interno usual, da la siguiente versióndis
reta:
(
D̂(v), f̂

)
+

(
v, G(f̂)

)
= vN fN − v1f1 (2.26)O de forma equivalente:

(
D̂(v), f̂

)
+

(
Gt(v), f̂

)
=

(
Bv, f̂

) (2.27)Donde B es una matriz (N + 2) × (N + 1), que asume los requerimientos deveri�
a
ión del teorema de la diveregen
ia dis
reta, a tal efe
to B toma la forma:
B =





−1 0 · · · 0 0

0 0 · · · 0 0... ... . . . ... ...
0 0 · · · 0 0

0 0 · · · 0 1





(2.28)
Para un mayor entendimiento sobre el 
ál
ulo de B ver [13℄

25
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o Método Montilla-Cadenas-Castillo2.5. Método Montilla-Cadenas-Castillo(MCC):
Este método se basa en el trabajo realizado por Castillo-Grone [3℄ y realiza unaextensión para mallados no-uniformes. Montilla, Cadenas y Castillo [1℄ presentanuna forma general para la obten
ión de las matri
es de Vandermonde ne
esariaspara la 
onstru

ión de los operadores Divergen
ia y Gradiente miméti
os. En laslíneas siguientes daremos a 
ono
er los pasos des
ritos en esta metodología.Dado un mallado inter
alado uniforme (2.3.1) se puede obtener dosaproxima
iones para la primera derivada, las 
uales son llamadas Divergen
iay Gradiente, y se utilizan los nodos y las 
eldas del mallado respe
tivamente paraefe
tuar la aproxima
ión de la derivada.Supongamos que se desea obtener el operador Divergen
ia, para ello se 
onstruyeuna matriz de Divergen
ia S , usando una fórmula de aproxima
ión de la derivadade a
uerdo al orden deseado, la misma es obtenida utilizando los polinomios deLagrange, por ejemplo para un orden k = 4 la fórmula a utilizar es :

1

24
[0, 0, · · · , 0, 1, −27, 27, −1, 0, · · · , 0, 0] (2.29)Las �las interiores de S serán de�nidas por la expresión (2.29), la 
onstru

iónde di
ha matriz es bastante sen
illa, 
ada una de sus �las aproxima la derivadaen una 
elda del mallado y se ha
e de manera tal que satisfaga las siguientespropiedades:1. Tiene dimensiones N × (N + 1), donde N representa el número de 
eldasdel mallado inter
alado.2. S tiene suma de �las 
ero. 26



Mar
o Teóri
o Método Montilla-Cadenas-Castillo3. S tiene suma de 
olumnas −1, 0, · · · , 0, 1.4. Es una matriz en banda (b = k denota el an
ho de banda de S ).5. S tiene una estru
tura tipo Toeplitz en la �las interiores, y es de�nidaindependiente de N (el número de puntos del mallado) si N ≥ 3b − 1.6. S es una matriz anti
entrosimétri
a.La matriz S 
umple 
on el orden deseado en el interior del mallado, pero en lafrontera es de orden menor, por lo que es ne
esario transformar a S de forma talque posea igual orden en la frontera, para lograrlo se utiliza el siguiente 
riterio,para transformar S de forma ade
uada.Criterio: Sean k y 3k
2
, donde k es el orden de aproxima
ión deseado, enterosno negativos �jos y A la matriz de dimensión k × 3k

2
. La matriz modi�
ada S seobtendrá al reemplazar las primeras k �las de S por una matriz de orden k ×N .Las últimas �las de S quedarán modi�
adas por la matriz A′, donde:

A′ = −Pk A P 3k

2

(2.30)El bloque matri
ial sustitutivo superior, quedará 
omo sigue:
[A 0]En forma análoga el bloque inferior, pero es su�
iente trabajar la parte superiorpor ser A′ una matriz anti
entrosimétri
a (ver de�ni
ión 2.3.4). En lo que respe
taal número de 
olumnnas de A se espera sea pequeño 
omparado 
on b (an
ho debanda) e independiente de N . Para apli
ar la metodología, es su�
iente exigir que27
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A tenga orden k × 3k

2
. Para que la té
ni
a sea útil, se requiere que k sea fun
iónsólo de b y no de N . Para ello es su�
iente ha
er k = b.Desde aquí en adelante se 
onsiderará k un número par, se asumira b = k y

N ≤ 3k − 1, esto para evitar el solapamiento, la nueva matriz obtenida se ledenominará D(A).Ahora, el problema se tradu
e en en
ontrar di
ha matrizA. Para la 
ual, se planteaun sistema de e
ua
iones lineales de la forma M a = r , donde las in
ógnitas(ve
tor a ) son los elementos de la matriz A, la matriz M es una matriz en bloques
onformada por matri
es de Vandermonde, matri
es nulas e identidades, y elve
tor r es elegido, tal que se 
umplan las 
ondi
iones miméti
as (Teorema dela Divergen
ia Generalizada).El problema de obtener la matriz A, se redu
e a 
onstruir M para poder resolverel sistema M a = r , es de
ir, la matriz de 
oe�
ientes. Para tal �n, deben
onseguirse tantas matri
es de Vandermonde 
omo sea el orden deseado k. Lainforma
ión referente a estas matri
es está dada por la expresión 2i + 1 − 2j,
on i = 1, 2, . . . , k y j = 1, 2, . . . , 3k
2
, por ejemplo para k = 2 las matri
es deVandermonde son:

V1 = V (2; 1,−1,−3) y V2 = V (2; 3, 1,−1)A su vez, 
ada una de estas k matri
es garantizan la exa
titud de la aproxima
iónde la derivada para polinomios de grado n 
on n ≤ k.Montilla,Cadenas y Castillo obtuvieron una fórmula para estas matri
es quedi�ere de la suministrada por Castillo-Grone, sin embargo, las entradas deseadasson las mismas, la 
lave para llegar a este resultado fue es
oger una fun
iónde prueba ade
uada, en este 
aso 
omo se desea 
onseguir aproxima
iones dela derivada que sean exa
tas para polinomios de grado menor o igual que k (k es28
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o Método Montilla-Cadenas-Castilloel orden de trun
amiento) se espera que la fun
ión de prueba ade
uada tenga unaestru
tura polinomial. Para mayores detalles sobre el método se puede ver [1℄.
2.6. Método MCC sobre Mallados No-Uniformes:En esta se

ión se dará a 
ono
er el pro
edimiento para la obten
ión de losOperadores Diferen
iales Miméti
os presentados por Montilla-Cadenas-Castillopara el 
aso de Mallados No-Uniformes.Para el 
aso No-Uniforme se 
onsidera 
omo dominio de la variable x el intervalo
x1 ≤ x ≤ xN+1. Sobre este intervalo se efe
tuará una parti
ión 
on N + 1 nodos,generando un mallado no-uniforme 
on N 
eldas. Al igual que en el 
aso uniformelos nodos sean identi�
ados por puntos xi, i = 1, · · · , N + 1 y las 
eldas porpuntos (xi+1/2) que denominaremos puntos medios.

Figura 2.7: Mallado Inter
aladoSobre este llamado de�niremos dos tipos de fun
iones para argumentos dis
retos.En un primer 
aso, los valores de las fun
ión 
orresponden a los nodos, ésta esdenominada fun
ión nodal f . El segundo tipo de fun
ión es una dis
retiza
ión
elda-evaluada v, donde los valores de la fun
ión 
orresponden a las 
eldas.En el método desarrollado por Castillo-Grone [3℄, se 
onstruyen los operadoresdis
retos dándole solu
ión al siguiente sistema de e
ua
iones lineales:
M a = r (2.31)29



Mar
o Teóri
o Método Montilla-Cadenas-Castillodonde M es una matriz en bloques de k(k + 1) + 3
2
k �las y 3

2
k2 
olumnas,
onformada por matri
es de Vandermonde y matri
es identidades 
omo entrada,en donde a es el ve
tor de in
ógnitas, que 
onforman las entradas de la matriz A(ver [13℄) y r es un ve
tor que está determinado por las 
ondi
iones miméti
as.El operador a de in
ógnitas 
umple 
on los requerimientos ne
esarios para losoperadores miméti
os (suma de �las, 
ondi
ión de suma de 
olumnas y la exigen
iadel orden). Para la obten
ión de los operadores se requiere de la 
onstru

ión deuna matriz S , esta matriz es modi�
ada en sus k �las y las 3

2
k 
olumnas por unamatriz A formada por las in
ógnitas de el ve
tor a . Esta matriz S tiene dimensión

N × (N + 1), para el operador que denominaremos D y satisfa
e las 
ondi
ionesde mimeti
idad señaladas en la se

ión 2.52.6.1. Divergen
ia Miméti
a No-UniformePara un Divergen
ia de orden k = 2, el mínimo número de 
eldas es N = 5,la matriz S D propuesta para la Divergen
ia sobre mallados no-uniformes es lasiguiente:
S D =





− 1
x2−x1

1
x2−x1

0 0 0 0

0 − 1
x3−x2

1
x3−x2

0 0 0

0 0 − 1
x4−x3

1
x4−x3

0 0

0 0 0 − 1
x5−x4

1
x5−x4

0

0 0 0 0 − 1
x6−x5

1
x6−x5



Las primeras k �las y las 3
2
k 
olumnas de S D quedan modi�
adas por una matriz

A de dimensión k× 3
2
k 
omo se dijo anteriormente. Análogamente al 
aso uniformela nueva matriz se denominara D(A) y se espera que el número de 
olumnas de Asea pequeño 
omparado 
on b = k e independiente de N . Es importante re
ordarque k es el orden de apróxima
ión del operador y el an
ho de banda de S en sus�las interiores, de aquí en adelante asumiremos k par y b = k y N ≤ 3k − 1. Esto30



Mar
o Teóri
o Método Montilla-Cadenas-Castillopara asegurarnos que no exista solapamiento entre las �las. Nuevamente la 
lavepara obtener la matriz D(A) 
onsiste en 
onseguir las entradas de la matriz A ypor lo tanto de�niremos un sistema lineal 
omo el presentado en (2.31).Una vez más lo interesante del problema está en la 
onstru

ión de la matriz M ,la 
ual está 
onformada por las matri
es de Vandermonde y matri
es identidades.
M tendrá 3

2
k2 
olumnas ya que esta tiene que 
oin
idir obviamente, 
on elnúmero de elementos del ve
tor a . Di
has matri
es de Vandermonde se obtienena través de 
iertas fun
iones de prueba ade
uadas para la Divergen
ia y elGradiente respe
tivamente, la 
onstru

ión de di
has matri
es se pueden ver 
ondetenimiento en [1℄, para el 
aso no-uniforme las entradas de las matri
es deVandermonde para la Divergen
ia y el Gradiente están dadas por las siguientesexpresiones:

3

2
k∑

j=1

aij(xj − xi+ 1

2

)n = δ1n; i = 1, · · · , k (2.32)
ai1(x1 − xi)

n +

3

2
k∑

j=2

aij(xj− 1

2
−xi

)n = δ1n; i = 1, · · · , k (2.33)En las expresiones anteriores n toma valores 
omprendidos entre 0 y k y δ1n es la
ono
ida delta de Krone
ker representada por:
δ1n =

{
1, si n = 1

0, si n 6= 1
(2.34)Las matri
es de Vandermonde tendrán las siguientes 
ara
terísti
as:Como el orden del operador es k, se toma naturalmente m = k, donde mva a ser el número de matri
es de Vandermonde que va a tener M . Estas31
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o Teóri
o Método Montilla-Cadenas-Castillomatri
es serán de dimensión (k + 1) × (3
2
k) y tomará las primeras k + 1poten
ias para los xi, i = 1, · · · , n.La primera �la de 
ada matriz de Vandermonde debe satisfa
er la 
ondi
iónde suma de �las de D(A), es de
ir, que el operador, en efe
to, se anule
uando sea apli
ado a fun
iones 
onstantes.En 
uanto a r su tamaño 
oin
idirá 
on el número de �las de M y estará
onformada por ve
tores c de tamaño k + 1 y tendremos tantos ve
tores c, 
omomatri
es de Vandermonde, las últimas 3

2
k �las de r están dadas por el ve
tor D
uya es
ogen
ia está regida por la 
ondi
ión de suma de 
olumnas para D(A),para que se satisfaga el Teorema de la Divergen
ia Dis
reto (análogo al 
ontinuo).Para k = 2 y un mallado no-uniforme di
ha matriz M tendrá la siguienteestru
tura:

M =





1 1 1 0 0 0

(x1
2
−

x2
2 ) (x2

2
−

x1
2 ) (x3−

x1
2
−

x2
2 ) 0 0 0

(x1
2
−

x2
2 )

2

(x2
2
−

x1
2 )

2

(x3−
x1
2
−

x2
2 )

2
0 0 0

0 0 0 1 1 1

0 0 0 (x1−
x1
2
−

x3
2 ) (x2

2
−

x3
2 ) (x3

2
−

x2
2 )

0 0 0 (x1−
x1
2
−

x3
2 )

2

(x2
2
−

x3
2 )

2

(x3
2
−

x2
2 )

2

1 0 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1



El ve
tor de términos independientes r :
r = (0 1 0 0 1 0 − 1 0 1)tEste sistema es in
ompatible por lo tanto se debe eliminar la segunda y la quinta�la, para ha
erlo determinado. La solu
ión de este sistema es:32
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Â =




−1 1 0

0 −1 1



Pero estos no son los valores bus
ados para la matriz A, por lo tanto pro
ederemosa 
al
ular la matriz de pesos Λ, donde Λ es una matriz k × k de�nida positiva y
Λ′ = PkΛPk y forman la diagonal de la matriz de peso para la Divergen
ia Q, la
uál es una matriz 
entro simétri
a y es de la forma:

Q = Λ ⊗ IN−2k ⊗ Λ′Para la obten
ión de Λ haremos uso de las �las eliminadas de la matriz M y elve
tor â solu
ión del sistema M â = r̂ 
ono
ido 
omo sistema redu
ido, mediantela expresión:
Λ̂ = M wâ; M w = {�las eliminadas de M }Así,

Λ̂ =




x2 − x1

x3 − x2



, Q̂ =




x2 − x1 0

0 x3 − x2



Para obtener la matriz A bus
ada, premultipla
amos a Â 
on la inversa de lamatriz Q̂ (A = Q̂−1Â), el resultado es:
A =




− 1

x2−x1

1
x2−x1

0

0 − 1
x3−x2

1
x3−x2



33



Mar
o Teóri
o Método Montilla-Cadenas-CastilloDe modo tal que nuestra matriz D(A) tiene las primeras �las iguales a S D, sinembargo, las dos últimas �las de esta matriz 
ambian por la estru
tura que tiene
A′ ver (2.30)

D(A) =





− 1
x2−x1

1
x2−x1

0 0 0 0

0 − 1
x3−x2

1
x3−x2

0 0 0

0 0 − 1
x4−x3

1
x4−x3

0 0

0 0 0 − 1
x3−x2

1
x3−x2

0

0 0 0 0 − 1
x2−x1

1
x2−x1





(2.35)
Para el 
aso de N = 9 nuestra matriz de Divergen
ia no-uniforme presentará lasiguiente estru
tura:

0 2 4 6 8 10

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

nz = 22Figura 2.8: Divergen
ia No-Uniforme N = 92.6.2. Gradiente Miméti
o No-UniformePara la obten
ión del operador Gradiente se pro
ede de manera análoga a la que seutilizó para el 
ál
ulo de la Divergen
ia, salvo que las entradas de las matri
es de34
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o Método Montilla-Cadenas-CastilloVandermonde 
ambian por la naturaleza de las fun
iones de prueba, la estru
turaque de�ne las entradas de las matri
es de Vandermonde se muestra en (2.33).Si ahora se usa la fórmula de aproxima
ión para el Gradiente dada en (2.25), ytomando en 
uenta que el mallado es no-uniforme, tendremos que nuestra matrizgeneradora S G tendrá una estru
tura 
omo la que se presenta más abajo. Paraun N = 5, el Gradiente matri
ial tiene enton
es para un mallado inter
alado seis�las y siete 
olumnas, esto en virtud a que se in
orporan los nodos de la frontera.
S G =





− 2
x 3

2

−x1

2
x 3

2

−x1
0 0 0 0 0

0 − 1
x 5

2

−x 3
2

1
x 5

2

−x 3
2

0 0 0 0

0 0 − 1
x 7

2

−x 5
2

1
x 7

2

−x 5
2

0 0 0

0 0 0 − 1
x 9

2

−x 7
2

1
x 9

2

−x 7
2

0 0

0 0 0 0 − 1
x 11

2

−x 9
2

1
x 11

2

−x 9
2

0

0 0 0 0 0 − 2
x6−x 11

2

2
x6−x 11

2



(2.36)Análogamente que en el 
ál
ulo de la Divergen
ia, las primeras k �las y las 3
2
k
olumnas de S G quedan modi�
adas por una matriz A y para la obten
ión desus entradas se resuelve un sistema 
omo el presentado en (2.31), en este 
aso laestru
tura de las matri
es de Vandermonde para el Gradiente vienen dadas porla expresión presentada en (2.33). Así, el sistema lineal que se debe resolver tienela siguiente matriz de M de 
oe�
ientes:

35



Mar
o Teóri
o Método Montilla-Cadenas-Castillo

M =





1 1 1 0 0 0

0 x 3

2

− x1 x 5

2

− x1 0 0 0

0

(
x 3

2

− x1

)2 (
x 5

2

− x1

)2

0 0 0

0 0 0 1 1 1

0 0 0 2 x1 − 2 x 3

2

−x 3

2

+ x1 x 5

2

− 2 x 3

2

+ x1

0 0 0

(
2 x1 − 2 x 3

2

)2 (
−x 3

2

+ x1

)2 (
x 5

2

− 2 x 3

2

+ x1

)2

1 0 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1





Como el Gradiente opera sobre fun
iones de�nidas en los puntos medios (
elda-valuadas), 
omo xi+1/2 =
xi+1 + xi−1

2
, el 
ambio ade
uado es:

x2 = 2x 3

2

− x1; x3 = 2x 5

2

− x2.Y el ve
tor de términos independientes r es el mismo que el de la Divergen
ia:
r = (0 1 0 0 1 0 − 1 0 1)tComo el sistema es in
ompatible se eliminan la segunda y quinta �la de M . Lasolu
ión del sistema redu
ido nos propor
iona la matriz Â, 
ada uno de sus seiselementos viene dado por:
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a11 =

11 x1x 3

2

− 6 x1
2 − 4 x 3

2

2 − 3 x 5

2

x 3

2

+ x 5

2

2 + x 5

2

x1

4(x 3

2

2 − 2 x1x 3

2

+ x1
2)

a12 =
x 5

2

3 + x 5

2

2x1 − 5 x 5

2

x1
2 + 3 x1

3 − 4 x 5

2

2x 3

2

+ 8 x 5

2

x1x 3

2

− 4 x1
2x 3

2

4
(
x 3

2

2 − 2 x1x 3

2

+ x1
2
)(

−x 5

2

+ x 3

2

)

a13 =
−x 5

2

+ 4 x 3

2

− 3 x1

4(−x 5

2

+ x 3

2

)

a21 =
−3 x1x 3

2

+ 3 x 5

2

x 3

2

− x 5

2

2 − x 5

2

x1 + 2 x1
2

4(x 3

2

2 − 2 x1x 3

2

+ x1
2)

a22 =
−x 5

2

3 − x 5

2

2x1 + 5 x 5

2

x1
2 − 3 x1

3 + 4 x 5

2

2x 3

2

− 8 x 5

2

x1x 3

2

+ 4 x1
2x 3

2

4
(
x 3

2

2 − 2 x1x 3

2

+ x1
2
)(

−x 5

2

+ x 3

2

)

a23 =
3(x 5

2

− x1)

4(−x 5

2

+ x 3

2

)Al igual que en el 
aso de la Divergen
ia para hallar la matriz A deseada, debemosen
ontrar las entradas de la matriz de peso Λ, para hallar así la matriz de peso Ppara el Gradiente, de esta manera formamos el subsistema M wâ , M w es 
omosiempre la matriz que tiene por �las, las eliminadas de M , â es el ve
tor que tienepor 
omponentes las solu
iones dadas para los elementos de Â, las �las eliminadasa r tienen sólo unos. A 
ontinua
ión presentamos a P̂ matriz de peso.
P =





−x 5
2

2+4 x 5
2

x 3
2

−2 x 5
2

x1−4x1x 3
2

+3 x1
2

4(x 3
2

−x1)
0

0
x 5

2

2−2 x 5
2

x1+x1
2

4(x 3
2

−x1)



37
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o Método Montilla-Cadenas-CastilloPor lo tanto, la matriz A es 
omo sigue:
A =





x 3
2

+x 5
2

−2 x1

(
x 3

2

−x1

)(
−x 5

2

+x1

)
−x 5

2

+x1

(
−x 5

2

+x 3
2

)(
x 3

2

−x1

) −
x 3

2

−x1

(
−x 5

2

+x 3
2

)(
−x 5

2

+x1

)

−
−2 x1+3 x 3

2

−x 5
2(

x 3
2

−x1

)(
−x 5

2

+x1

)
−x 5

2

+4 x 3
2

−3 x1

(
−x 5

2

+x 3
2

)(
x 3

2

−x1

)
3(x 3

2

−x1)
(
−x 5

2

+x 3
2

)(
−x 5

2

+x1

)



Si se sustituye este resultado en (2.36), tenemos que las entradas no nulas deloperador dis
reto Gradiente de orden dos no-uniforme G están dadas por:
a11 =

2x1 − x5/2 − x3/2(
x3/2 − x1

) (
x5/2 − x1

) ,

a12 =
x5/2 − x1(

x5/2 − x3/2

) (
x3/2 − x1

) ,

a13 =
−x3/2 + x1(

x5/2 − x3/2

) (
x5/2 − x1

) ,

a21 =
−2 x1 + 3 x3/2 − x5/2(
x3/2 − x1

) (
x5/2 − x1

) ,

a22 =
x52 − 4 x32 + 3 x1(

x5/2 − x3/2

) (
x3/2 − x1

) ,

a23 =
3x3/2 − 3x1(

x5/2 − x3/2

) (
x5/2 − x1

)
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a33 =

−1

x7/2 − x5/2

,

a34 =
1

x7/2 − x5/2

,

a44 =
−1

x9/2 − x7/2

,

a45 =
1

x9/2 − x7/2

,

a55 =
3(x9/2 − x5)(

x7/2 − x92

) (
x7/2 − x5

) ,

a56 =
x7/2 − 4 x9/2 + 3 x5(

x7/2 − x9/2

) (
x9/2 − x5

) ,

a57 =
−2 x5 + 3 x9/2 − x7/2(
x9/2 − x5

) (
x7/2 − x5

) ,

a65 =
−x9/2 + x5(

x7/2 − x9/2

) (
x7/2 − x5

) ,

a66 =
x7/2 − x5(

x7/2 − x9/2

) (
x9/2 − x5

) ,

a67 =
2 x5 − x9/2 − x7/2(

x9/2 − x5

) (
x7/2 − x5

)
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aso de N = 9 el Gradiente No-Uniforme tendrá la siguiente estru
tura:
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4

5
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10

11

nz = 24Figura 2.9: Gradiente No-Uniforme N = 9

2.7. Teorema de la Divergen
ia GeneralizadaLa ley de 
onserva
ión dis
reta, puede ser expresada en términos del produ
tointerno usual, mediante la e
ua
ión (2.27), el miembro dere
ho de esta e
ua
ión
ontiene una matrizB de orden (N+2)×(N+1) 
uya forma es bastante elemental(2.28), puesto que el primer elemento es −1 y el último 1, los demás son nulos.Esta forma de B es natural a efe
tos de la dis
retiza
ión miméti
a, puesto que,garantiza la veri�
a
ión del teorema de la Divergen
ia Dis
reto. Es de
ir, B re
ogelos requerimientos de 
onserva
ión global.Sin embargo, para operadores dis
retos de orden mayor o igual a dos, no es posible
onstruir operadores miméti
os, si el produ
to interno es el usual. Así que, seintrodujo el produ
to interno generalizado (o pesado si la matriz de pesos esdiagonal). De esta forma usando las de�ni
iones del produ
to interno generalizadoy usando la de�ni
ión dada en (2.27) dada en el apartados (2.4.1), tenemos lasiguiente versión dis
reta del Teorema de la Divergen
ia Generalizado:40
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(
D̂(v), f̂

)

Q
+

(
Gt(v), f̂

)

P
=

(
Bv, f̂

) (2.37)Los elementos que apare
en en (2.37) ya nos son 
ono
idos. No obstante, B para elprodu
to interno pesado, lamentablemente no toma la forma elemental que parael produ
to interno usual. En lo que sigue se usará (2.37) para 
al
ular la matriz
B. Se observará en 
ada uno de los resultados que esta matriz es simétri
a 
entroin
linada.De la e
ua
ión previa se desprende que B se puede 
al
ular dire
tamente usandola expresión:

B = Q̂D̂ + GtxP (2.38)La Divergen
ia se ha aumentado en dos �las de 
eros (primera y última) paraha
er la suma 
onsistente, de igual forma se ha
e 
on la matriz Q, para la misma,la entrada en la diagonal es un uno (puesto que es positiva de�nida). Re
ordemosque el Gradiente es de dimensión (N + 1)× (N + 2), mientras que la Divergen
iaaumentada D̂ es de dimensión (N + 2)× (N + 1), al trasponer a G, obtendremoslas dimensiones deseadas. Tengamos en 
uenta que P y Q son matri
es 
entrosimétri
as.Para el 
aso de los mallados No-Uniformes la matriz B, para N = 5 tendrá laestru
tura presentada a 
ontinua
ión:
41
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B =





b11 b12 0 0 0

b21 b22 0 0 0

b31 b32 0 0 0

0 0 0 b44 b45

0 0 0 b54 b55

0 0 0 b64 b65





(2.39)
Donde los elementos vienen dados por:
b11 =

(x52 − 4 x32 + 3 x1) (−2, x1 + x52 + x32)

4 (x32 − x1)
2 ,

b12 =
(−x52 + x1) (2 x1 − 3 x32 + x52)

4 (x32 − x1)
2

b21 =
4 x52x32

2 − x52x1
2 − 4 x32

3 + 8 x1x32
2 − 8 x32x1

2 + x52
3 + x52

2x1 − 4 x32x52
2 + 3 x1

3

4 (−x52 + x32) (x32 − x1)
2 ,
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b22 =

4 x52x32
2 − x52x1

2 − 4 x32
3 + 8 x1x32

2 − 8 x32x1
2 + x52

3 + x52
2x1 − 4 x32x52

2 + 3 x1
3

4 (x52 − x32) (x32 − x1)
2

b31 =
x52 − 4 x32 + 3 x1

4(x52 − x32)
,

b32 =
x52 − 4 x32 + 3 x1

4(−x52 + x32)

b44 =
−x72 + 4 x92 − 3 x5

4(−x72 + x92)
,

b45 =
x72 − 4 x92 + 3 x5

4(−x72 + x92)

b54 =
−4 x72x92

2 + x72x5
2 + 4 x92

3 − 8 x5x92
2 + 8 x92x5

2 + 4 x72
2x92 − x72

2x5 − x72
3 − 3 x5

3

4 (x72 − x92) (x92 − x5)
2 ,

b55 =
−4 x72x92

2 + x72x5
2 + 4 x92

3 − 8 x5x92
2 + 8 x92x5

2 + 4 x72
2x92 − x72

2x5 − x72
3 − 3 x5

3

4 (−x72 + x92) (x92 − x5)
2

b64 =
(−x72 + x5) (−2 x5 + 3 x92 − x72)

4 (x92 − x5)
2 ,

b65 =
(−x72 + 4 x92 − 3 x5) (−2 x5 + x92 + x72)

4 (x92 − x5)
22.8. Orden de Convergen
ia de los Operadores:

Se di
e que una expresión matemáti
a tiene orden de aproxima
ión k (entero nonegativos) si ella es exa
ta para los polinomios Pn(x) =
∑n

i=0 aixi 
on n ≤ k,pero no es exa
ta para el polinomio Pk+1(x)Usando la de�ni
ión anterior, para realizar el estudio de la 
onvergen
ia de losoperadores de Divergen
ia y Gradiente No-Uniforme, usaremos polinomios. Los43
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ál
ulos serán realizados en un programa de 
ál
ulo simbóli
o 
omo maple, estas
uentas pueden ser detalladas en el apéndi
e F.Divergen
ia:Sea F (x) = P ′
x(x)e1 un 
ampo ve
torial en IR.Sea de�nida 
omo

∇ · F = P (x). (2.40)Donde ∇ es el operador nabla.Para el 
ál
ulo de la 
onvergen
ia, 
onsideremos el 
ampo ve
torial 
omo
F (x) = xn, n = 0, 1, · · · , k donde k es el orden de 
onvergen
ia deseado. El 
ampomostrado anteriormente tendrá 
omo Divergen
ia

∇ · F (xi) = nxn−1
i (2.41)

Para el 
aso 
ontinuo, si k = 2 y n = 2 la Divergen
ia viene dada por:
∇ · F (xi) = 2xi (2.42)La evalua
ión de la derivada en la 
elda xi+1/2, así que:

∇ · F (xi+1/2) = 2xi+1/2 (2.43)para el 
aso de mallados No-uniformes, el punto en la 
elda se 
onsidera por
xi+1/2 = xi+xi+1

2
, i = 1, · · · , N y la expresión que genera 
ada x(i) está dada por

xi = (i − 1)h donde h = xi+1 − xi, asi: 44
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xi+1/2 =

(i − 1)(xi+1 − xi) + i(xi+1 − xi)

2
(2.44)

xi+1/2 =
(i − 1 + i)(xi+1 − xi)

2

=
2i − 1

2
(xi+1 − xi)Por lo tanto para i = 1 tendríamos

∇ · F (x3/2) = 2x3/2 (2.45)
= 2

(
1

2
(x2 − x1)

)

= x2 − x1Ahora el análogo dis
reto del 
ampo ve
torial F , se denominará V (
ampove
torial dis
reto nodal)
V (xi+1/2) = V1(xi)e1 = xn

i e1 
on n = 0, 1, 2 parak = 2 (2.46)De esta forma una aproxima
ión de la Divergen
ia viene dada por:
DV (xi+1/2) = DV1(xi+1/2) (2.47)

=
V (xi+1 − V (xi))

h
; h = (xi+1 − xi)

=
xn

i+1 − xn
i

hRealizando el desarrollo para k = 2 
on n = 2, en algunas 
eldas del malladotenemos: 45
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DV (xi+1/2) =

x2
i+1 − x2

i

h
h = (xi+1 − xi) (2.48)Luego tomando i = 1

DV (x3/2) =
x2

2 − x2
1

h
(2.49)

=
x2

2 − x2
1

x2 − x1

=
(x2 − x1)(x2 + x1)

(x2 − x1)
= x2 + x1

i = 2

DV (x5/2) =
x2

3 − x2
2

h
(2.50)

=
x2

3 − x2
2

x2 − x1

=
(x3 − x2)(x3 + x2)

(x3 − x2)
= x3 + x2Naturalmente que en el 
aso uniforme da la derivada exa
ta D = 2h.De esta manera se 
al
ula la Divergen
ia para el resto de las 
eldas del malladoNo-Uniforme. En el Apéndi
e F se mostrarán los 
ál
ulos des
ritos anteriormente,realizados en un programa de 
ál
ulo simbóli
o.

Gradiente 46
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ia de los OperadoresSea f(x) = P (x) un 
ampo es
alar. En general, el Gradiente de f(x) para el 
aso
ontinuo viene dado por:
∇f(x) = P ′(x)e1 (2.51)donde P es la derivada par
ial de la 
omponente del 
ampo f y e1 es elve
tor 
anóni
o. Para realizar el estudio de 
onvergen
ia, se 
onsidera un 
ampopolinomial, f(x) = xn 
on n = 0, 1, · · · , k, donde k representa el orden de
onvergen
ia. Este 
ampo tiene 
omo Gradiente en el punto xi:
∇f(xi) = nxn−1

i e1 (2.52)Nuevamente para el 
aso 
ontinuo en k = 2 y n = 2, el Gradiente es:
∇f(xi) = 2xie1 (2.53)La evalua
ión del Gradiente se realiza sobre los nodos, por ejemplo en el nodo

x1, x2 el Gradiente queda 
omo:
∇f(x1) = 2x1e1 = 0 (2.54)
∇f(x2) = 2x2e1 = 2hEl análogo dis
reto del 
ampo es
alar f , se denominará f . Dado el nodo xi f es:

f(xi) = f1(xi) = xn
i (2.55)47
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o Orden de Convergen
ia de los OperadoresPara n = 0, 1, 2 y k = 2, una aproxima
ión para el Gradiente viene dada por:
Gf(xi) = Gf1(x1) (2.56)En el 
aso de k = 2 y n = 2, tomemos en 
uenta un mallado de 9×9 y el Gradientequeda expresado 
omo:*)Primera �la del operador Gradiente

Gf(x1) = Gf1(x1)e1 (2.57)
Gf(x1) =

2x1 − x5/2 − x3/2

(x3/2 − x1)(x5/2 − x1)

Gf(x1) =
2x1 − x3+x2

2
− x2+x1

2

(x2+x1

2
− x1)(

x3+x2

2
− x1)

Gf(x1) =
4

2

(−2x2 − x3)

(x2x3 + x2
2)

Gf(x1) =
2

3

(−4h)

(3h2)
= − 8

3h

Gf(x3/2) =
x5/2 − x1

(x5/2 − x3/2)(x3/2 − x1)
(2.58)

Gf(x3/2) =
x3+x2

2
− x1

(x3+x2

2
− x2+x1

2
− x1)(

x2+x1

2
− x1)

Gf(x3/2) =
4

2

(x3 + x2)

2(x3x2)

Gf(x3/2) =
4

2

(3h)

(2h2)
=

3

h48
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Gf(x5/2) =

x1 − x3/2

(x5/2 − x3/2)(x5/2 − x1)
(2.59)

Gf(x5/2) =
x1 − x2+x1

2

(x3+x2

2
− x2+x1

2
− x1)(

x3+x2

2
− x1)

Gf(x5/2) =
4

2

(−x2)

(x2
3 + x2x3)

Gf(x5/2) = −2

6

h

h2
= − 1

3h*)Segunda �la del operador Gradiente
Gf(x1) =

−2x1 + 3x3/2 − x5/2

(x3/2 − x1)(x5/2 − x1)
(2.60)

Gf(x1) =
−2x1 + 3(x2+x1)

2
− x3+x2

2

(x2+x1

2
− x1)(

x3+x2

2
− x1)

Gf(x1) =
4

2

(2x2 − x3)

(x2x3 + x2
2)

Gf(x1) = 2
(2h − 2h)

(2h2 + h2)
= 0

Gf(x3/2) =
x5/2 − 4x3/2 + 3x1

(x5/2 − x3/2)(x3/2 − x1)
(2.61)

Gf(x3/2) =
x3+x2

2
− 4(x2+x1)

2
+ 3x1

(x3+x2

2
− x2+x1

2
− x1)(

x2+x1

2
− x1)

Gf(x3/2) =
4

2

(−3x2 + x3)

2(x3x2)

Gf(x3/2) =
2

2

(−3h + 2h)

(h2)
= −1

h49
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Gf(x5/2) =

3x3/2 − 3x1

(x5/2 − x3/2)(x5/2 − x1)
(2.62)

Gf(x5/2) = 3
x2+x1

2
x1

(x3+x2

2
− x2+x1

2
− x1)(

x3+x2

2
− x1)

Gf(x5/2) =
4

2

(3x2)

(x2
3 + x2x3)

Gf(x5/2) = −6

2

h

3h
= −1

h*)Ter
era �la del operador Gradiente
Gf(x5/2) = − 1

(x7/2 − x5/2)
(2.63)

Gf(x5/2) = − 1

(x4+x3

2
− x3+x2

2
)

Gf(x5/2) = − 1
x4−x2

2

Gf(x5/2) = − 2

3h − h
= −1

hEl segundo elemento de esta �la, es idénti
o al obtenido anteriormente, pero 
onsigno 
ontrario 
on el �n de mantener las propiedad de anti
entrosimetría deloperador.Las �las que restan en el interior tendrán un 
omportamiento análogo al des
ritoen la ter
era �la, salvo en las dos últimas �las que serán analogas a las presentadasen la primera y segunda �la, pero 
on signo diferente para mantener igualmentela propiedad de anti
entrosimétria. Podemos notar 
omo los resultados obtenidosanteriormente son similares a los que obtendríamos en el 
aso del mallado50
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ia de los Operadoresuniforme, 
on lo que podemos de
ir que este operador mantiene una 
onvergen
iade orden 2.Ahora, estudiemos la 
onvergen
ia de este operador para el mallado No-uniformeutilizado para la resolu
ión de la E
ua
ión de Helmholtz :*)Primera �la del operador Gradiente
Gf(x1) =

2x1 − x5/2 − x3/2

(x3/2 − x1)(x5/2 − x1)
(2.64)

Gf(x1) =
2x1 − x3+x2

2
− x2+x1

2

(h
4
)(3h

2
)

Gf(x1) =
16

6

(3x1 − 2x2 − x3)

(h2)

Gf(x1) =
8

3

(3x1 − 2x2 − x3)

(h2)

Gf(x3/2) =
x5/2 − x1

(x5/2 − x3/2)(x3/2 − x1)
(2.65)

Gf(x3/2) =
3h
4

(h
2
)(h

4
)

Gf(x3/2) = −6

h

Gf(x5/2) =
x1 − x3/2

(x5/2 − x3/2)(x5/2 − x1)
(2.66)

Gf(x5/2) =
−h

4

(h
2
)(3h

4
)

Gf(x5/2) = − 2

3h51



Mar
o Teóri
o Orden de Convergen
ia de los Operadores*)Segunda �la del operador Gradiente
Gf(x1) =

−2x1 + 3x3/2 − x5/2

(x3/2 − x1)(x5/2 − x1)
(2.67)

Gf(x1) =
−2x1 + 3(x2+x1)

2
− x3+x2

2

(h
4
)(3h

4
)

Gf(x1) =
2

3

(2x2 − x1 − x3)

(h2)

Gf(x3/2) =
x5/2 − 4x3/2 + 3x1

(x5/2 − x3/2)(x3/2 − x1)
(2.68)

Gf(x3/2) =
x3+x2

2
− 4(x2+x1)

2
+ 3x1

(h
2
)(h

4
)

Gf(x3/2) =
8

2

(2x1 − 3x2 + x3)

(h2)

Gf(x5/2) =
3x3/2 − 3x1

(x5/2 − x3/2)(x5/2 − x1)
(2.69)

Gf(x5/2) =
3h
4

(3h2

8
)

Gf(x5/2) =
2

h*)Ter
era �la del operador Gradiente52
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Gf(x5/2) = − 1

(x7/2 − x5/2)
(2.70)

Gf(x5/2) = − 1

(h
2
)

Gf(x5/2) = −2

h

El 
omportamiento de las �las interiores es similar al obtenido anteriormente, salvoen la 
elda donde tengamos paso h ya que esta tendrá la siguiente estru
tuta:
Gf(x9/2) = − 1

(x11/2 − x9/2)
(2.71)

Gf(x9/2) = − 1

(3h
4

)

Gf(x9/2) = − 4

3h

De esta forma podemos notar que el 
omportamiento del operador para estemallado es análogo al de paso uniforme, y además los 
oe�
ientes se ven afe
tadospor los pasos del mallado, sin embargo al momento de manipularlos 
on pasouniforme podremos hallar los 
oe�
ientes del operador uniforme. Las 
uentas antesrealizadas pueden ser vistas en el Apéndi
e (F).
53



Capítulo 3
Resolu
ión de la E
ua
ión deHelmholtz sobre malladosNo-Uniformes

En el siguiente 
apítulo se apli
arán los operadores miméti
os obtenidos mediantela metodología de Montilla, Cadenas y Castillo [1℄ para resolver la E
ua
iónde Helmholtz sobre mallados No-Uniformes en 1D. Se estudiará el orden de
onvergen
ia de la solu
ión arrojada por este método y se 
omparará 
on losresultados obtenidos por un método de Diferen
ias Finitas Clási
a sobre undominio No-Uniforme.
3.1. Genera
ión del Mallado No-Uniforme
Se requiere de un mallado No-Uniforme para el desarrollo de este trabajo, el mismoserá 
onstruido a través de los siguientes pasos:54



Desarrollo Genera
ión del MalladoSea N el número de 
eldas que deseamos obtener para el mallado.Construyamos un parti
ión del intervalo [a, b], que 
ontenga N − 4subintervalos igualmente espa
iados, siendo la distan
ia entre 
ada intervalo
h.Los dos sub-intervalos que están situados junto a las fronteras del intervalo,dividámolos a la mitad, de modo que 
ada nuevo subintervalo tenga longitud
h/2.Para visualizar lo anteriormente des
rito ver la �gura (3.1).De esta manera el mallado No-Uniforme generado mediante estos pasos, tendrála presente estru
tura:

h

2

h

2

h

2

h

2
h · · · h

h

2

h

2

h

2

h

2Por ejemplo, si N = 9 el número de 
eldas que se desea obtener, el malladopresentará la siguiente estru
tura:

Figura 3.1: Mallado No-Uniforme para N = 9
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Desarrollo Dis
retiza
ión de la E
ua
ión de Helmholtz3.2. Dis
retiza
ión de la E
ua
ión de Helmholtz
Con el �n de resolver la E
ua
ión de Helmholtz ha
iendo uso del método obtenidopor Montilla, Cadenas y Castillo [1℄ es ne
esario es
ribir el sistema presentado a
ontinua
ión de forma dis
reta:

p′′ + k2p = 0, 0 < x < 1 (3.1)
p′(0) = ik

p′(1) − ikp(1) = 0donde p representa la presión y k es una 
onstante 
ono
ida 
omo el número deonda.Para una mejor visualiza
ión del desarrollo de la dis
retiza
ión se es
ribe el sistemaanterior de la siguiente manera:
d2

dx2
p + k2p = 0, 0 < x < 1 (3.2)Con 
ondi
iones de frontera tipo Robin:

αp(0) − β
dp

dx
(0) = γ1, x = 0 (3.3)

αp(1) + β
dp

dx
(1) = γ2, x = 1 (3.4)donde p = p(x) es una fun
ión es
alar des
ono
ida 
uyo dominio es [0, 1], estafun
ión p va a ser 
al
ulada sobre las 
eldas más las fronteras del mallado, detal forma que p tendrá N + 2 elementos. El 
onjunto {α, β, γi i = 1, 2} son56



Desarrollo Dis
retiza
ión de la E
ua
ión de Helmholtzparámetros reales 
ono
idos y w = k1 es 
ono
ido 
omo el número de onda dela e
ua
ión. Dado la estru
tura del sistema (3.1) tendremos los siguientes valorespara la dis
retiza
ión:Los valores de los parámetros α, β y γ1, para la 
ondi
ión de frontera (3.3)están dados por:
α = 0, β = −1 y γ1 = iwLos valores de los parámetros α, β y γ2, para la 
ondi
ión de frontera (3.4)están dados por:
α = −iw, β = 1 y γ1 = 0Para realizar la dis
retiza
ión del sistema (3.1) haremos uso de las aproxima
ionespara la Divergen
ia y el Gradiente 
ontinuo, usando así la Divergen
ia miméti
aextendida y el Gradiente miméti
o. De esta forma tendremos que la e
ua
ión (3.2)quedará des
rita en fun
ión del operador Lapla
iano:

d2

dx2
p + w2p = 0 ⇒ ▽ · (▽p) + w2p = 0 (3.5)

⇒ (D̂ · G + w2)p = 0 (3.6)
⇒ (LapM + w2Î)p = 0 (3.7)donde

{
LapM (D̂G) : Lapla
iano Miméti
o

Î : Identidad extendida 2 �las y 2 
olumnas (3.8)1A partir de este momento llamaremos w al número de onda, que en otros 
ontextos sesimboliza por k y así no existirá 
onfusión 
on el orden del operador.57



Desarrollo Dis
retiza
ión de la E
ua
ión de HelmholtzLa identidad extendida a la que se hizo men
ión anteriormente, es una matriz de
(N + 2) × (N + 2), nos ayudará a aportar la informa
ión referente al segundomiembro del lado izquierdo de la e
ua
ión, que para este 
aso son los elementosusados para la dis
retiza
ión multipli
ados por la 
onstante w2; di
ha matriztendrá una estru
tura 
omo la que se presenta a 
ontinua
ión:

Î =





0 0 · · ·0 0

0 1 · · ·0 0... . . . ...
0 0 · · ·1 0

0 0 · · ·0 0





(3.9)
Para llevar a
abo la dis
retiza
ión de las 
ondi
iones de frontera involu
raremosun 
onjunto de operadores matri
iales que 
ontendrán a los 
oe�
ientes de las
ondi
iones de frontera tipo Diri
hlet y tipo Neumann.En las 
ondi
iones de frontera tipo Diri
hlet involu
rados en (3.3) y (3.4), eloperador de frontera que involu
ra al parámetro α tiene la siguiente estru
tura:

Bd =





αI1×1 0 · · ·0 0

0 0 · · ·0 0... . . . ...
0 0 · · ·0 αI1×1




(3.10)

En el 
aso de las 
ondi
iones tipo Neumann (3.3) y (3.4) se involu
ra al parámetro
β, lo
alizándose en los extremos de la diagonal prin
ipal y el propósito deesta matriz es mantener inta
to al operador de frontera B, para el 
aso deuna aproxima
ión de orden 2 la matriz de 
oe�
ientes tipo Neumann tendrá la58



Desarrollo Dis
retiza
ión de la E
ua
ión de Helmholtzestru
tura que se presenta a 
ontinua
ión, en otro 
aso se puede 
onsiderar lasentradas de la diagonal prin
ipal 
omo unos.
Bn =





β 0 0 · · · 0 0 0

0 1 0 · · · 0 0 0

0 0 1 0 0 0... . . . ...
0 0 0 · · · 1 0 0

0 0 0 · · · 0 1 0

0 0 0 · · · 0 0 β





(3.11)
Matriz de la Derivada Dire

ional en la Frontera BEsta matriz se en
uentra rela
ionada 
on las 
ondi
iones de frontera dadas en (3.3)y (3.4) y las entradas para esta matriz están de�nidas por la siguiente expresión:

B = QD̂ + G′P (3.12)donde Q es una matriz 
ono
ida 
omo matriz de peso para la Divergen
ia, 
uyasdimensiones son (N + 2) × (N + 2), para el 
aso uniforme esta matriz presentala estru
tura de la identidad de orden (N + 2). D̂ es el operador de Divergen
iaextendida dos �las, 
uyas dimensiones son (N + 2) × (N + 1), G′ es el operadorGradiente transpuesto de dimensión (N + 2) × (N + 1) y P es la matriz de pesodel operador Gradiente de orden (N + 1) × (N + 1).Este operador B es 
ono
ido del Teorema de la Divergen
ia Dis
reta Generalizada(2.7) y el mismo re
oge los requerimientos de 
onserva
ión global. Q y P sonmatri
es simétri
as y de�nidas positivas que permiten obtener un produ
to internogeneralizado. Para un mayor estudio se puede ver [13℄.59



Desarrollo Dis
retiza
ión de la E
ua
ión de HelmholtzVe
tor Columna de la fun
ión des
ono
ida pEste ve
tor está formado por las 
omponentes de la fun
ión des
ono
ida p, las
uales están ubi
adas en un mallado extendido. Donde p es una (N + 2) − uplay tiene la forma (p1, p3/2, p5/2, · · · , pN+1/2, pN+1), donde los valores 
on puntosmedios representan los valores de las 
eldas en el mallado y los puntos enteros lasfronteras.Ve
tor Columna bEste ve
tor es obtenido por el lado dere
ho del sistema (3.1), es de
ir ve
tor detérminos independientes, los valores 
ono
idos para la fun
ión y los parámetros
γi, i = 1, 2, para el 
aso del estudio el ve
tor b tendrá la siguiente forma:

b = (iw, 0, · · · , 0) (3.13)Para un mayor estudio de la dis
retiza
ión de e
ua
iones diferen
iales par
ialespara métodos matri
iales se puede ver [17℄. Cono
ida ya la estru
tura de lasmatri
es de 
oe�
ientes de frontera, el ve
tor de in
ógnitas p y el ve
tor 
olumnna
b, pro
edamos a estudiar 
omo quedarían las 
ondi
iones de frontera en fun
iónde los operadores 
ontinuos Divergen
ia y Gradiente, para luego introdu
ir losoperadores miméti
os.

dp

dx
(0) = iw ⇒ ▽p(0) = iw (3.14)

⇒ (G · p(0))−→n = iw (3.15)
dp

dx
(1) − iwp(1) = 0 ⇒ ▽p(1) − iwp(1) = 0 (3.16)

⇒ (G · p(1))−→n − iwp(1) = 0 (3.17)60



Desarrollo Dis
retiza
ión de la E
ua
ión de HelmholtzDe esta forma la e
ua
ión dis
retizada del sistema dado por (3.1) y un malladoNo-Uniforme es la siguiente:
(

Bd +
1

h
BnB1G +

1

h2
D̂G + k2Î

)
psc = b (3.18)La e
ua
ión anterior es la que se utilizará para la resolu
ión sobre malladosNo-Uniformes, los términos 1/h y 1/h2 están in
luidos dentro de los operadoresNo-Uniformes, ya que al momento de 
al
ularlos se in
luye el paso del malladoentre 
ada punto. Sin embargo, para el 
aso uniforme deseamos que esta e
ua
iónsea lineal y para 
omodidad de los 
ál
ulos evitaremos los 
o
ientes 1/h y 1/h2,re
ordemos que por 
omodidad de la 
onstru

ión de los operadores uniformes,este término no era ne
esario tomarlo en 
uenta, para lograr lo antes men
ionadomultipli
aremos a ambos lados de la igualdad por h2 para no afe
tar la e
ua
ión,quedando así

(
h2Bd + hBnB1G + D̂G + h2k2Î

)
psc = h2b (3.19)donde:̂

D: Operador Divergen
ia extendida, se le han agregado 2 �las de 
ero paraque se 
umpla el teorema de la Divergen
ia generalizado.
G: Operador Gradiente 222 para mallados uniformes.
Î: Matrix identidad extendida.
Bn: Matriz aso
iada a las 
ondi
iones de frontera tipo Neumann.
Bd: Matriz aso
iada a las 
ondi
iones de frontera tipo Dire
helt.
B1: Operador de frontera.
h: Paso del mallado. 61
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ia
p: Ve
tor de in
ógnitas.
b: Ve
tor de términos independientes.En el apéndi
e (B) se muestra un algoritmo desarrollado en Matlab, para lagenera
ión de los operadores usados en la dis
retiza
ión anterior y además seresuelve la E
ua
ión de Helmholtz ha
iendo uso de los operadores allí mismos
al
ulados.

3.3. Análisis de Orden de Convergen
ia
En esta se

ión se realizará el análisis de la 
onvergen
ia, es de
ir, se estudiará el
omportamiento del método 
uando éste se utilize para aproximar la solu
ión deuna e
ua
ión diferen
ial, sujeta a 
iertas 
ondi
iones de frontera.El error de 
onvergen
ia es medido mediante la siguiente expresión

‖ Error ‖≤ Chr (3.20)donde Error no es más que la diferen
ia entre la solu
ión exa
ta de la e
ua
ióndiferen
ial y la aproximada, C es una 
onstante arbitraria, h es el espa
iamientoentre dos nodos 
onse
utivos del mallado y r es el orden de 
onvergen
ia delmétodo.Es ne
esario desta
ar que el espa
iamiento entre nodos (h), se de�ne 
omo:
h = máxj{hj} (3.21)62



Desarrollo Análisis de Orden de Convergen
iadonde hj = xj+1 − xj , j = 1, · · · , N y N es el número de 
eldas del mallado. Lanorma a utilizar para el error es la norma-2, la 
ual es 
ono
ida 
omo una normade energía.Para realizar el análisis de 
onvergen
ia del método desarrollado, realizaremosuna dis
retiza
ión No-Uniforme del intervalo [0, 1] e iremos in
rementando la
antidad de subintervalos de manera su
esiva. Se 
al
ularán los errores en 
adaaproxima
ión para 
ada valor de N , de esta forma tendremos dos listas de valores;una 
on los valores del error y otra 
on el máximo valor de h, en ambos 
asos para
ada valor de N . Seguidamente tomaremos los logaritmos naturales negativos de
ada una de las listas men
ionadas anteriormente, luego realizaremos una grá�
ade estos datos. Con el �n de asegurarnos que estamos estudiando la parte del errorex
luyendo aquella donde existe mayor dispersión numéri
a, es
ojeremos el nodoa partir del 
ual haremos el 
ál
ulo de la 
onvergen
ia, �nalmente llevaremos a
abo una regresión lineal, mediante la que obtendremos la pendiente de la re
taque representará el orden de 
onvergen
ia.Para realizar este 
ál
ulo usamos valores de w = 10, 100 y 200 (w es el númerode onda), los valores para N serán a
orde 
on el número de onda y determinadopor la expresión N ≥ max{9, 7w/2π}, se pide el máximo entre 9 y 7w/2π, porque9 es el mínimo mallado que podemos formar 
on los pasos des
ritos en (3.1) y
7w/2π ya que es el mínimo número de puntos que se requiere dependiendo de
w, luego este valor se irá dupli
ando. En las líneas siguientes mostraremos lasgrá�
as 
orrespondientes a los valores de w anteriormente men
ionados, así 
omo,una tabla donde se mostrará el orden de 
onvergen
ia obtenido para 
ada valorde w y el valor del tiempo en segundos empleado para realizar los 
ál
ulos.
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Figura 3.2: Convergen
ia para w=10w Orden Tiempo (s)10 2,003 1.009100 1.997 149.64200 1.979 1148.33Cuadro 3.1: Orden de Convergen
iaEn las �guras (3.2), (3.3) y (3.4) se muestra la grá�
a del −log(error) en fun
ióndel −log(h). Y en la tabla (3.1) podemos ver que el orden de 
onvergen
ia paraestos valores de w es muy 
er
ano a 2, por lo que podemos de
ir que el orden de
onvergen
ia para el error es 
uadráti
o. A 
ontinua
ión mostraremos el 
uadro3.1, donde se puede ver lo antes des
rito.
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Figura 3.3: Convergen
ia para w=1003.4. Diferen
ias Finitas No-Uniforme para re-solver la E
ua
ión de HelmholtzCon el �n de 
omparar los resultados obtenidos por el método de Montilla,Cadenas y Castillo sobre mallados No-Uniformes para resolver la E
ua
ión deHelmholtz , se usará un esquema en Diferen
ias Finitas Clási
a sobre un dominioNo-Uniforme para resolver el sistema:
p′′ + k2psc = 0, 0 < x < 1 (3.22)

p′(0) = ik

p′(1) − ikp(1) = 0.La dis
retiza
ion de este sistema para Diferen
ias Finitas Clási
a se es
ribe 
omo:
(A + ˆLap + w2Î)p = b (3.23)65
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Figura 3.4: Convergen
ia para w=200donde
A es un operador matri
ial que involu
ra las 
ondi
iones de frontera dadasen (3.22).
ˆLap (D̂G) es el operador dis
reto de la segunda derivada, extendido en dos�las de 
eros, para ade
uar la dimensión en las opera
iones.

Î matriz identidad extendida en dos 
olumnas de 
eros y dos �las de 
eros.
b es el ve
tor de términos independientes del sistema.
p es el ve
tor de in
ógnitas.La distribu
ión de los puntos para di
ha dis
retiza
ión se realizó a
orde 
on la
onstru

ión del mallado No-Uniforme generado para el método MCC, es ne
esariore
ordar que el ve
tor solu
ión está 
al
ulado en los puntos medios (
eldas) ylas fronteras del mallado, por lo tanto deseamos distribuir estos puntos de igualmanera para el esquema de Diferen
ias Finitas que para el método miméti
o66
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iausado, esto 
on el �n de poder realizar las 
ompara
iones ne
esarias en 
uanto alos resultados obtenidos . De esta forma la dis
retiza
ión del intervalo [a, b] tendrála siguiente estru
tura, donde los puntos en rojo son los puntos donde se produ
irála solu
ión:
Figura 3.5: Mallado para Diferen
ias FinitasDada la 
antidad de puntos 
on los que se quiera trabajar vamos a tener pequeños
ambios en el 
entro del mallado anterior. Para N ≥ 9 tendremos tres tipos desitua
ión, estudiaremos estos 
asos ya que la 
onstru

ión del mallado para el 
asomiméti
o bajo los pasos des
ritos a prin
ipio del 
apítulo, fun
iona para los 
asosen que N ≥ 9.Para N = 9, tendremos N + 2 = 11 puntos sobre los 
uales realizaremos los
ál
ulos por el método de Diferen
ias Finitas y N + 1 = 10 pasos, de estaforma nuestro mallado tendrá la siguiente estru
tura en fun
ión de los h yla distan
ia entre las 
eldas tiene la forma a
ontinua
ión des
rita:

h

4

h

2

h

2

h

2

3h

4

3h

4

h

2

h

2

h

2

h

4
(3.24)Para N = 10 vamos a tener la presen
ia de un paso h y el 
entro del mallado
ambiará su estru
tuta:

h

4

h

2

h

2

h

2

3h

4
h

3h

4

h

2

h

2

h

2

h

4
(3.25)67
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iaPara N ≥ 11 los pasos h se van in
rementando en el 
entro del mallado ysu estru
tura se verá 
omo:
h

4

h

2

h

2

h

2

3h

4
h · · · h

3h

4

h

2

h

2

h

2

h

4
(3.26)Debido a este 
omportamiento en el 
entro del mallado para distintos valores de

N , será ne
esario realizar la 
onstru

ión de diferentes fórmulas de Diferen
iasFinitas, que involu
ren los distintos pasados del mallado. De esta forma seobtienen tres estru
turas diferentes para el Lapla
iano, que irá a
orde 
on el N autilizar. A 
ontinua
ión se muestran las fórmulas utilizadas para el 
ál
ulo de lasaproxima
iones en el 
entro del mallado en 
ada uno de estos 
asos:Caso N = 9Centrada 
on paso h = 3h/4 f(xn) = f(xn−1)−2f(xn)+f(xn+1)
h2Uno adelante y dos atrás f(xn) = 4

h2 [
1
7
f(xn−2) + 2

5
f(xn−1) − f(xn) + 16

35
f(xn+1)]Uno detrás y dos adelante f(xn) = 4

h2 [
16
35

f(xn−1) − f(xn) + 2
5
f(xn+1) + 1

7
f(xn+2)]En la �gura 3.6, se presenta la estru
tura del Lapla
iano obtenido 
on las fórmulasantes men
ionadas para N = 9.Caso N = 10Uno adelante y dos atrás f(xn) = 4

h2 [
8
90

f(xn−2) + 8
42

f(xn−1) − 8
15

f(xn) + 16
63

f(xn+1)]Uno detrás y dos adelante f(xn) = 4
h2 [

16
63

f(xn−1) − 8
15

f(xn) + 8
42

f(xn+1) + 8
90

f(xn+2)]68
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nz = 31Figura 3.6: Lapla
iano N = 9,w = 2piEn la �gura 3.7, se presenta la estru
tura del Lapla
iano obtenido 
on las fórmulasantes men
ionadas para N = 10.
Caso N = 11Uno adelante y dos atrás f(xn) = 4

h2 [
8
90

f(xn−2) + 8
42

f(xn−1) − 8
15

f(xn) + 16
63

f(xn+1)]Uno detrás y dos adelante f(xn) = 4
h2 [

16
63

f(xn−1) − 8
15

f(xn) + 8
42

f(xn+1) + 8
90

f(xn+2)]Centrada 
on paso h f(xn) = f(xn−1)−2f(xn)+f(xn+1)
h2En la �gura 3.8, se presenta la estru
tura del Lapla
iano obtenido 
on las fórmulasantes men
ionadas para N = 11 69
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iano N = 10,w = 2pi

0 2 4 6 8 10 12 14

0

2

4

6

8

10

12

14

nz = 39Figura 3.8: Lapla
iano N = 11,w = 2piPara la dis
retiza
ión de las fronteras del sistema (3.22) usaremos las fórmulasde Diferen
ias Finitas para la primera derivada de segundo orden No-Uniforme,estas dis
retiza
iones son las que 
onforman la matriz A del sistema, donde A esuna matriz nula de tamaño N + 2, 
uyas entradas no nulas están ubi
adas en laprimera �la y en la última �la. 70
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iaFrontera izquierda p′(0) = iw,para este 
aso usaremos una fórmula ha
iaadelante.
p′(0) = iw (3.27)

2(−8f(x) + 9f(x + h/2) − f(x + 3h/2))

3h
= iw

2(−8f(x) + 9f(x + h/2) = 3iwh

Frontera dere
ha p′(1)−iwp(1) = 0, para este 
aso usaremos una fórmula ha
iaatrás.
p′(1) − iwp(1) = 0(3.28)

2(8f(x) − 9f(x − h/2)

3h
+ f(x − 3h/2) − iwf(x) = 0

2(8f(x) − 9f(x − h/2) + f(x − 3h/2)) + (2 ∗ 8f(x) − 3iwhf(x)) = 0En la �gura (3.9) se puede observar la estrutura que presenta di
ha matriz paraun N = 11 .En el apéndi
e D se en
uentran los 
ódigos en Matlab generados para estos
ál
ulos.
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ión del Método de MCC No-Uniforme Vs Diferen
ias Finitas Clási
aEn esta se

ión, mostraremos algunas pruebas realizadas para la resolu
ión dela E
ua
ión de Helmholtz 
on el método de MCC y el de Diferen
ias FinitasClási
a sobre mallados No-Uniformes. Los resultados de estas pruebas se presentanmediante grá�
as y 
uadros 
omparativos referentes al orden de 
onvergen
ia. Losvalores de w sele

ionados para la realiza
ión de esta prueba son w = 10 y w =

100. Las grá�
as mostradas 
onsisten en las regresiones lineales realizadas sobrepuntos de�nidos 
omo pi = (−log(hi),−log(ERRORi)) para i = 1, 2, · · · , Niter.Adi
ionalmente, mostraremos el orden de 
onvergen
ia presentado para 
adamétodo mediante 
uadros 
omparativos; que 
ontendrán los datos obtenidosmediante 
ada regresión.Adi
ionalmente, mostraremos el 
onstraste de algunas solu
iones obtenidas porambos métodos 
ontra la solu
ión de la exa
ta, para los mismos valores de wmen
ionados anteriormente y N a
ordes al número de onda.72
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Figura 3.10: Miméti
o Vs DF w = 10

w Orden Miméti
o No-Uniforme Orden Diferen
ias Finitas10 2,003 1.961100 1.997 1.996Cuadro 3.2: Orden de Convergen
ia

En las grá�
as mostradas en la �gura 3.12 y �gura 3.13 podemos notar la
onvergen
ia presentada por 
ada uno de los métodos, pudiéndose apre
iar enellas que el orden de 
onvergen
ia obtenido es muy similar para ambos 
asos.73
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Figura 3.11: Miméti
o Vs DF w = 100Con esto podemos de
ir que los métodos 
omparados se 
omportan de manerasimilar, notándose fuertemente para valores de w altos y N grandes, en lagrá�
a 3.10 se nota que para N pequeños el método de Diferen
ias Finitastiene una mejor aproxima
ión que el método miméti
o, pero a medida que N
re
e estos se 
omportan de igual manera; mediante que en la grá�
a 3.11 este
omportamiento se puede notar desde un prin
ipio. Cabe desta
ar que una delas ventajas presentadas por los métodos miméti
os es que los mismo preservanpropiedades importantes del 
ontinuo, tales 
omo las leyes de 
onserva
ión, loque representa una gran ventaja sobre los algoritomos en Diferen
ias Finitas. Un
omportamiento similar a este se puede observar en [11℄, donde se muestra unestudio numéri
o de distintos esquemas de dis
retiza
ión en Diferen
ias Finitas,entre los 
uales se en
uentra el Castillo-Grone-Yasuda. Los algoritmos ne
esariosrealizados para estos 
ál
ulos se pueden apre
iar en los apéndi
es D y E3.5.1. Dispersión númeri
aLa solu
ión de la E
ua
ión de Helmholtz 
ontiene un término de 
ontamina
ión, el
ual depende del número de onda w, este término tiene mayor in�uen
ia a medidaque w aumenta. 74
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Figura 3.12: Convergen
ia Mimétivo Vs DF w = 10Este término es despre
iable si w∆h ≪ 1, pero se ha
e más notable a medida quelas longitudes de onda se ha
en 
omparables 
on el espa
iamiento de la malla,lo que 
ausa que la dispersión numéri
a se 
on
entre en altas fre
uen
ias; esto eslo que 
omúnmente es 
ono
ido 
omo desfase de la solu
ión y no es más que elefe
to que se produ
e en algunos lugares de la grá�
a donde la solu
ión aproximadamantiene el 
omportamiento de la solu
ión exa
ta, pero a pesar de ello no se a
er
aa la exa
ta.Si realizamos la siguiente suposi
ión w∆h ≫ 1, vamos a tener presente tres tiposde desfase, que van a depender de la diferen
ia del error de la dispersión, el 
ualno es más que la diferen
ia entre el número de onda de la solu
ión análiti
a y lasolu
ión numéri
a. Estos tres tipos de desfase se les 
ono
e 
omo:Fase Os
ilatoria.Zona de Transi
ión.De
aimiento Superexponen
ial.Estos tipos están detallados en el artí
ulo [18℄.75



Desarrollo Análisis de Orden de Convergen
ia

4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5
−1

0

1

2

3

4

5

6

−log(x)

−
lo

g
(e

rr
o

r)

 

 

Figura 3.13: Convergen
ia Mimétivo Vs DF w = 1003.6. Con
lusiones y Comentarios FinalesSe elaboró un algoritmo 
omputa
ional en un lenguaje de alto nivel(MatLab) para hallar los operadores unidimensionales No-Uniformes; dondese obtuvo 
omo salida la matriz del operador Divergen
ia, la matriz deloperador Gradiente y el Lapala
iano Miméti
o.La expresión que dis
retiza la E
ua
ión de Helmholtz 
on las 
ondi
iones defrontera impuestas, se in
orporó al algoritmo antes señalado para así obtenerlas solu
iones bus
adas.Se realizó el estudio de 
onvergen
ia de los operadores Divergen
ia yGradiente No-Uniformes, los 
uales resultarón ser de orden dos a lo largode todo el mallado. Estos 
ál
ulos se realizaron ha
iendo uso de fun
ionespolinómi
as y apoyándonos en los 
ál
ulos 
omputa
ionales he
hos en unlenguaje simbóli
o (Maple).Se realizó el estudio de 
onvergen
ia de las solu
iones obtenidas mediante laapli
a
ión del algoritmo 
omputa
ional para la resolu
ión de la E
ua
ión deHelmholtz , obteniendo que el orden de las solu
iones es de orden 
uadráti
o.76
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iaSe elaboró un algoritmo 
omputa
ional en un lenguaje de alto nivel(MatLab), donde se realizó la dis
retiza
ión de la E
ua
ión deHelmholtz ha
iendo uso de un método de Diferen
ias Finitas, para así darsolu
ión a la e
ua
ión; esto 
on el �n de realizar 
ompara
iones a nivel de
onvergen
ia de los métodos; al realizar este estudio se pudo notar que losresultados obtenidos por el Método Miméti
o No-Uniforme en 1D mantieneun 
omportamiento similar a los obtenidos por el esquema en
ontradomediante un Método de Diferen
ias Finitas. Se observó que para númerosde onda pequeños y N a
ordes a éste el método miméti
o tiene mejor
onvergen
ia que el método de Diferen
ias Finitas.Una vez que se dis
retiza la e
ua
ión se pueden ha
er pruebas fá
ilmente 
onel algoritmo usando diferentes mallados solamente variando el N (Númerode Celdas).Entre algunas re
omenda
iones tenemos:Realizar pruebas para diferentes mallados, 
on el �n de vizualizar siel 
omportamiento del método miméti
o no-uniforme obtiene mejoresresultados.Efe
tuar el 
ál
ulo de los operadores no-uniformes Divergen
ia y Gradientemiméti
os a un orden superior, por ejemplo orden 4.Realizar la dis
retiza
ión de otros problemas físi
os para ser resueltosmediante los esquemas miméti
os, tanto uniforme 
omo no-uniforme. Apesar de que existe una amplia teoría sobre estos métodos, no tienensu�
ientes pruebas de modelos físi
os 
on
retos.Realizar un análisis de la dispersión numéri
a obtenida mediante losesquemas miméti
os en esta 
lase de problemas físi
os.
77



Apéndi
e A
E
ua
ión de OndaEn el mundo a
tual nos en
ontramos rodeados de 
ualquier 
antidad de fenómenosondulatorios, estos forman parte de nuestro entorno diario y mu
has ve
es pasandesaper
ibidos delante de nosotros, así 
omo también mu
has ve
es damos origena las mismas sin siquiera tener 
on
ien
ia de ello. Cuando estamos a la orilla de unlago y arrojamos una piedra produ
imos una onda, 
uando to
amos la guitarra,
uando hablamos y hasta 
uando 
aminamos somos 
ausantes de una onda.Físi
amente, una onda no es más que una perturba
ión de una magnitud físi
aque se propaga en el espa
io y en el tiempo[19℄. Matemáti
amente se expresa 
omouna fun
ión de la posi
ión y del tiempo, pudiendo 
orresponder a magnitudes tandispares 
omo la altura de una ola de agua o los impulsos elé
tri
os que rigen loslatidos del 
orazón.Tipos de Onda:En la naturaleza nos vamos a en
ontrar 
on mu
hos tipos de onda, las 
ualesvamos a 
lasi�
ar de a
uerdo a 
iertos parámetros:Según el medio que se propaga:



E
ua
ión de Onda E
ua
ión de Onda
• Ondas Me
áni
as: Ne
esitan un medio elásti
o (gaseoso, líquido osólido)
• Ondas Ele
tromágneti
as: se propagan por el espa
io sin ne
esidadde un medio.
• Ondas Gravita
ionales: Son ondas que alteran la geometría mismadel espa
io.Según su frente de onda:
• Onda Unidimensionales: Son aquellas que se propagan a lo largo deuna sola dire

ión del espa
io.
• Onda Bidimensionales: También 
ono
idas 
omo super�
iales,pueden propagarse en 
ualquiera de las dire

iones de una super�
ie.
• Onda Tridimensionales: También llamadas esféri
as, sus frentesde perturba
ión son esferas 
on
éntri
as que salen de la fuente deperturba
ión expandiéndolas en todas las dire

iones.Según la dire

ión de perturba
ión:
• Ondas Longitudinales: El movimiento de las partí
ulas quetransporta la onda es paralelo a la dire

ión de propaga
ión.
• Ondas Transversales: Las partí
ulas se mueven en dire

ión de lapropaga
ión de onda.El estudio de las ondas a
ústi
as, ondas de agua, ele
tromágneti
as y vibra
ionesme
áni
as están basados en el estudio de una e
ua
ión hiperbóli
a, de�nidaen derivadas par
iales, que surge de des
ribir fenómenos rela
ionados a lapropaga
ión de ondas en medios 
ontinuos, 
ono
ida 
omo la E
ua
iónUnidimensional de Onda y está dada por:

∂2u

∂t2
= k2∂2u

∂x2
(A.1)79



E
ua
ión de Onda E
ua
ión de Onda en 1D
donde k es una 
onstante que ha
e referen
ia a la velo
idad de la propaga
iónde la onda. Esa misma e
ua
ión la podemos ver es
rita en fun
ión del operadorlapla
iano 
omo sigue:

∂2u

∂t2
= k2∇2u (A.2)

Dedu

ión de la E
ua
ión de Onda en 1-DLa dedu

ión de la E
ua
ión de Onda en 1D, puede realizarse sobre 
ualquiermedio físi
o, gaseoso, líquido o sólido, ya que los resultados obtenidos son análogosy las varia
iones van a venir dadas en fun
ión de la 
onstante.La mayor parte de la literatura que ha
e referen
ia a la dedu

ión de estae
ua
ión la introdu
e a través de una 
uerda vibrante, la 
ual es un sistema físi
o
ompli
ado. Tengamos presente que una 
uerda vibra solo si esta tensa, para ladedu

ión de la e
ua
ión es ne
esario realizar una serie de suposi
iones, las 
ualespresentaremos a 
ontinua
ión:Supongamos que se tiene una 
uerda tensa perfe
tamente �exible en posi
iónhorizontal y en equilibrio, 
uyos extremos están �jos.Supongamos se tiene una partí
ula 
uya posi
ión es x = α 
uando la 
uerdaesta en equilibrio, además supongamos que la 
uerda se mueve 
on el tiempo,lo que quiere de
ir que en un tiempo ti 6= t0 la 
uerda estará en un puntodiferente a su posi
ión de equilibrio.80



E
ua
ión de Onda E
ua
ión de Onda en 1DLa pendiente de la 
urva es pequeña, por lo que en un prin
ipio elmovimiento es 
ompletamente verti
al y la posi
ión de la partí
ula dependesolo de x y t, es de
ir y = u(x, t) .La densidad de masa en la 
uerda es 
omo sigue:
• Sin pertuba
ión :ρ0(x).
• Con perturba
ión :ρ0(x)∆x, donde ∆x es el desplazamiento.La tensión de la 
uerda y su magnitud es igual en todos los puntos.Existen fuerzas que a
túan en dire

ión verti
al (gravedad), al igual de lasque a
túan sobre los extremos de la 
uerda.Como el objetivo es dedu
ir una e
ua
ión en derivadas par
iales que des
riba laposi
ión de u 
on respe
to a t, debemos tomar en 
uenta la a

ión de las fuerzas,por lo que nos apoyaremos en la 2da Ley de Newton, des
rita por:

F = ma (A.3)
La e
ua
ión de movimiento verti
al estable
e que la masa por la 
omponenteverti
al de la a
elera
ión es igual a la 
omponente de las sumas de fuerzas quea
túan sobre el 
uerpo. Donde las 
omponentes de las fuerzas esta dado por :

∑
Fx = T2 cos θ2 − T1 cos θ1 = max

∑
Fy = T2 sin θ2 − T1 sin θ1 = may

81



E
ua
ión de Onda E
ua
ión de Onda en 1Ddonde
θ2 = θ(x + ∆x, t)

θ1 = θ(x, t)Dentro de nuestras suposi
iones dijimos que la pendiente de la 
urva era pequeña,por lo tanto θ es pequeño y podemos de
ir que cos θ ∼= 1 y el sin θ = θ, así elsistema anterior se transforma en:
∑

Fx = T2 − T1 = max
∑

Fy = T2 sin θ2 − T1 sin θ1 = mayAdemás el movimiento es transversal por lo tanto ax = 0 y �nalmente el sistemase transforma en:
∑

Fx = T2 − T1 = 0 ⇒ T2 = T1 (A.4)
∑

Fy = T2 sin θ2 − T1 sin θ1 = may (A.5)Donde (A.4) 
on�rma nuestra suposi
ión de que la tensión a lo largo de la 
uerdaes igual en todos los puntos. Realizando las sustitu
iones 
orrespondientes de lamasa y la a
elera
ión en el sistema anterior, se tiene:
ρ0(x)∆x

∂2u

∂t2
= T (x + ∆x, t) sen θ2 − T (x, t) sen θ1Ahora, dividamos la expresión anterior por ∆x y tomemos el límite 
uando

∆x → 0. 82
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ión de Onda en 1D
ρ0(x)

∂2u

∂t2
= ĺım

∆x→0
T (x + ∆x, t) sen θ2 − T (x, t) sen θ1 (A.6)

ρ0(x)
∂2u

∂t2
=

∂

∂x
(T (x, t) sin(θ, t)) (A.7)dado que la pendiente de la 
urva es pequeña podemos de
ir que ∂u

∂x
= tan θ(x, t)y para θ pequeños cos θ ∼= 1, así sin θ ∼= tan θ y la e
ua
ión (A.7) se transformaen:

ρ0(x)
∂2u

∂t2
=

∂

∂x
(T (x, t)

∂u

∂x
)

⇒ ρ0(x)
∂2u

∂t2
=

∂2u

∂x2
T (x, t)Por lo pequeño del ángulo las tensiones son iguales y podemos de
ir que esta es
onstante a lo largo de la 
uerda y así obtendremos la La E
ua
ión de Onda en1D.

∂2u

∂t2
= c2 ∂2u

∂x2
, c =

T0

ρ0(x)
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Apéndi
e B
Cál
ulo Operadores Miméti
os yResolu
ión de la EH%Código Para la Genera
ión de los Operadores Diferen
iales%Dis
retos Divergen
ia y Gradiente en 1D sobre mallas No-Uniformes,%para la resolu
ión de la E
ua
ión de Helmholtz%Autor: Mairim Colmenares
lear all;
l
;int k; % Orden k requerido en el operadorint N; % Número de 
eldas del mallado sobre el% 
ual se requiere 
al
ular el Operadorint h; %Tamaño del paso, para los operadores diferen
iales% No-Uniformes este será 
al
ulado% mediante la siguiente e
ua
ión h_j=x_{j+1}-x_{j}k=1;while(k~=2)
l
;



Código de Matlab Código de Matlabk=input('Introduz
a el orden k del Operador : ')w=input('Introduz
a el número de onda w: ')N=1;%Condi
ión sobre el número de Celdas del mallado, dependiente del número%de onda sele

ionado.while N==1N=input('Introduz
a el número de Celdas N : ')if N< max([9,7*w/(2*pi)℄)display ('Introduz
a N>= max{9,7w/(2pi)}')N=1endendswit
h k
ase 2%Genera
ión del ve
tor de Nodos del malladoh=1/(N-4);%Tamaño del paso para N-4.x=[0:h/2:2*h,3*h:h:(N-6)*h,(N-6)*h+h/2:h/2:1℄%Ve
tor de Nodos%Cál
ulo del paso entre 
ado nodo del mallado No-Uniforme.for i=1:length(x)-1hf(i)=x(i+1)-x(i);endhf;display('Matriz generadora para la Divergen
ia No-Uniforme:')SD=sd2(k,N,x)%Fun
ión que llama a la matriz generadora% para la Divergen
ia No-Uniforme.subplot(4,2,1); 85



Código de Matlab Código de Matlabspy(SD);title('Matriz S para la divergen
ia No-Uniforme')%Fun
ión que genera la matriz M formada por por matri
es de Vandermonde%para el sistema Ma=r. Esta fun
ión tiene 
omo salidas 3 matri
es:% *)Matriz M (generada por matri
es de% Vandermonde y matri
es identidades).% *)Matriz Mred (matriz M 
on la 2 y 5 fila% eliminada, ya que el sistema Ma=r original es in
ompatible).% *)Matriz Mw (matriz generada 
on las filas 2 y 5 eliminadas de M).display(' Matriz M, Mredu
ida y la Matriz Mw de las filaseliminadas de M para la Divergen
ia No-Uniforme son:')[M,Mred,Mw℄=MatrizM(k,N,x)subplot(4,2,2);spy(M);title('Matriz M para la Divergen
ia No Uniforme de orden 2')subplot(4,2,3);spy(Mred);title('Matriz M Redu
ida ')%Constru

ión del Ve
tor 
 y d que forman el sistema Ma=r.
=zeros(k+1,1);
(2,1)=1;d=zeros(3*k/2,1);%Ve
tor d que verifi
a las 
ondi
iones de mimeti
idadd(1,1)=-1;d(k+1,1)=1;display('El ve
tor r del sistema esta dado por:')r=[
 ;
 ;d℄%Ve
tor del lado dere
ho del sistemarred=r([1 3 4 6 7 8 9℄);% Ve
tor r sin las filas 2 y 586



Código de Matlab Código de Matlab% para el sistema Ma=r.%Cál
ulo del Ve
tor a del sistema Ma=r para la divergen
iaad=Mred\rred; %Entradas de la matriz A redu
ida%para la divergen
ia de orden 2ADred=zeros(k,k+1);ADred(1:k-1,1:k+1)=ad(1:k+1,1:1);ADred(k:k,1:k+1)=ad((3/2)*k+1:(3/2)*k*k,1:1);display('La la matriz Ared para el divergen
ia de orden 2 es:');ADred; % Matriz A para el sistema redu
ido%Ve
tor LambdaLambdaredD= (Mw*ad);%Matriz de Peso para la divergen
iaQ=sparse(N,N);j=1;for i=1:kQ(i,i)=LambdaredD(i,j);endfor i=k+1:(N)-(k)Q(i,i)=x(i+1)-x(i);endj=1;for i=(N-k)+1:NQ(i,i)=LambdaredD((N+1)-i,j);enddisplay('Matriz de peso para la Divergen
ia No-Uniforme de orden 2:')Q%Matriz de peso redu
ida 87



Código de Matlab Código de MatlabQred=zeros(k,k);Qred(1:k,1:k)=Q(1:k,1:k);Qred;% Cál
ulo de la Matriz A%Entradas de la matriz A para la Divergen
ia No-Uniforme% que sustituye las k filas y las 3k/2 
olumnas% de S.display('Las entradas de la matriz A para ladivergen
ia No-Uniforme de orden 2 son:');AD= inv(Qred)*ADred%Matriz de Divergen
iadisplay('Las matriz de divergen
ia de orden 2 está dado por:')D=sparse(N,N+1);% Bloque superior de DD(1:k,1:k+1)=AD;% filas internasfor i=k+1:N-(k);D(i,i)=-1/(x(i+1)-x(i));;D(i,i+1)=1/(x(i+1)-x(i));;end%Bloque inferior de DD((N-k)+1:N,(N+1)-k:N+1)=- AD( k:-1:1 , (k+1):-1:1 );D;subplot(4,2,4);spy(D);title('Operador Divergen
ia No-Uniforme de Orden 2')88



Código de Matlab Código de Matlab%Matriz para el gradiente[SG,y℄=sg2(k,N,x);%Fun
ión que llama a la matriz generadora S%para la divergen
ia,esta fun
ión tiene%
omo salidas el ve
tor y (Ve
tor de Celdas+Fronteras)subplot(4,2,5);spy(SG);title('Matriz S para el gradiente No-Uniforme')%Fun
ión que genera la matriz M formada por por matri
es de Vandermonde%para el sistema Ma=r. Esta fun
ión tiene 
omo salidas 3 matri
es:% *)Matriz MG (generada por matri
es de% Vandermonde y matri
es identidades).% *)Matriz MGred (matriz M 
on la 2 y 5 fila% eliminada, ya que el sistema Ma=r original es in
ompatible).% *)Matriz MGw (matriz generada 
on las filas% 2 y 5 eliminadas de MG).[MG,MGred,MGw℄=MatrizMG(k,N,y);subplot(4,2,6);spy(MG);title('Matriz M para el Gradiente No Uniforme de orden 2')subplot(4,2,7);spy(MGred);title('Matriz M Redu
ida para el Gradiente')%Constru

ión del Ve
tor 
 y d que forman el sistema Ma=r.
=zeros(k+1,1);
(2,1)=1;d=zeros(3*k/2,1);%ve
tor que verifi
a las 
ondi
iones de mimeti
idadd(1,1)=-1; 89



Código de Matlab Código de Matlabd(k+1,1)=1;display('El ve
tor r del sistema esta dado por:')r=[
 ;
 ;d℄;%Ve
tor r del lado dere
ho del sistema Ma=rrred=r([1 3 4 6 7 8 9℄);%Ve
tor r redu
ido%Cál
ulo del Ve
tor a del sistema Ma=r para el gradientedisplay('Las entradas de la matriz A redu
ida para el gradiente :');%Entradas de la matriz A redu
ida para el gradiente de orden 2aGd=MGred\rred;Ared=zeros(k,k+1);Ared(1:k-1,1:k+1)=aGd(1:k+1,1:1);Ared(k:k,1:k+1)=aGd((3/2)*k+1:(3/2)*k*k,1:1);display('Las matriz A redu
ida para el gradiente :');Ared;%Obten
ión del Ve
tor LambdaLambdared= (MGw*aGd)%Matriz de peso P para el gradiente.P=sparse(N+1,N+1);j=1;for i=1:kP(i,i)=Lambdared(i,j);endfor i=k+1:(N+1)-(k);P(i,i)=y(i+1)-y(i);endP(N,N)=Lambdared(k,k-1);P(N+1,N+1)=Lambdared(k-1,k-1); 90



Código de Matlab Código de Matlabdisplay('Matriz de Peso P para el gradiente :');P;%Matriz de Peso redu
idaPred=P([1 2℄,[1 2℄);%Entradas de la matriz A para la Divergen
ia No-Uniforme% que sustituye las k filas y las 3k/2 
olumnas% de S.display('Las entradas de la matriz A para elgradiente de orden 2 son:');A= inv(Pred)*Ared;display('La matriz del Gradiente de Orden 2No-Uniforme esta dada por:')G=zeros(N+1,N+2);%Bloque superiorG(1:k,1:k+1)=A;%filas internasfor i=k+1:(N+1)-(k);G(i,i)=-1/(y(i+1)-y(i));G(i,i+1)=1/(y(i+1)-y(i));end%Bloque inferiorG((N+1)-(k-1):N+1,N:N+2)=-A( k:-1:1 , (k+1):-1:1 );G;subplot(4,2,6);spy(G); 91



Código de Matlab Código de Matlabtitle('Operador Gradiente No-Uniforme de Orden 2')%Cál
ulo del Operador Frontera que garantiza la verifi
a
ión del%Teorema de la Divergen
ia Generalizada.%Este operador se obtiene mediante las siguientes opera
iones% B=QhatDhat+G'P%Matriz de peso extendida para la Divergen
ia No-UniformeQhat=zeros(N+2,N+2);Qhat(1,1)=(y(2)-y(1));Qhat(2:N+1,2:N+1)=Q;Qhat(N+2,N+2)=(y(N+2)-y(N+1));display('Matriz de peso Q extendida')Q;display('La matriz de peso Q es de dimensión:')size(Qhat);%Matriz de Divergen
ia Extendida.Dhat=[zeros(1,(N+1));D;zeros(1,(N+1))℄;display('La matriz de Divergen
ia Extendida es de dimensión:')size(Dhat)%Cál
ulo del Operador BB=sparse(Qhat*Dhat+(G'*P)); %Operador de Fronteradisplay('El Operador de Frontera Miméti
o B es de dimensión:')size(B);subplot(4,2,7);spy(B)title(' Operador de Frontera Miméti
o B de orden 2')% Operador Lapla
iano 92



Código de Matlab Código de MatlabLap=(D*G); %Operador Lapla
ianodisplay('El Operador Lapla
iano Miméti
o es de dimensión:')size(Lap);subplot(4,2,8);spy(Lap);title('Operador Lapla
iano ')%%Dis
retiza
ión de la E
ua
ión de Helmholtz en 1D %%%%des
rita por el siguiente sistema de e
ua
iones diferen
iales%% p''+w^2p=0 0<x<1%% p'(0)=iw%% p'(1)-iwp(1)=0%% El sistema anterior es
rito en fun
ión de los operadores%%diferen
iales miméti
os No-Uniforme queda des
rito mediante:%% (Bd+(1/h)BnB1G+(1/h^2)DhatG+w^2Idhat)p=b% Identidad extendidaId=eye(N+2);Id(1,1)=0;Id(N+2,N+2)=0;display('La matriz identidad extendida es de orden:')size(Id);%Matriz para las 
ondi
iones de frontera tipo NeumannBn=sparse(N+2,N+2);Bn(1,1)=-1;Bn(2,2)=1;Bn(3,3)=1;Bn(N,N)=1;Bn(N+1,N+1)=1 93



Código de Matlab Código de MatlabBn(N+2,N+2)=1;display('La matriz 
on los 
oefi
ientes de fronteratipo Neumann es de dimension:')size(Bn);%Matriz para las 
ondi
iones de frontera tipo Diri
hletBd=sparse(N+2,N+2);Bd(N+2,N+2)=-w*sqrt(-1);display('La matriz 
on los 
oefi
ientes de fronteratipo Diri
hlet es de dimensión:')size(Bd);%Operador Lapla
iano Miméti
oLapM=Dhat*G;size(LapM);subplot(4,2,5);spy(LapM);title('Operador Lapla
iano Miméti
o')%Ve
tor del lado dere
ho de la e
ua
iónb=zeros(N+2,1);b(1,1)=sqrt(-1)*w;size(b);%Constru

ión de la matriz A del sistema Dis
reto Mp=bA=(Bd+Bn*B*G+LapM+w*w*Id)size(A)%%%Solu
ión Exa
ta de la E
ua
ión de Helmholtzx1=0:pi/(50*w):1 94



Código de Matlab Código de Matlabyexa
=
os(w*x1);yexa
;%%%Solu
ión Aproximadadisplay=('La solu
ión aproximada para es sistema es:')yApro=A\bfigure(2)hold onplot(x1,yexa
,'b',y,yApro,'--r')legend('Exa
ta','SolApro')print grafApro-Exa
N5.epshold off%%Cál
ulo del Errorerr=norm(yApro-(
os(w*y)));h=max([hf℄)loglog(h,err,'sm--');otherwisedisplay('Introduz
a k=2. Pulse Enter para 
ontinuar');pauseendend
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Apéndi
e C
Fun
iones Generadas para elCál
ulo de los Operadores%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%Constru

ión de la Matriz S generadora para la divergen
ia%%%% Autor:Mairim Colmenaresfun
tion SD=sd2(k,N,x)%k= Orden del Operador;%N= Número de 
eldas del mallado sobre el 
ual se desea 
al
ular el Operador%x= Ve
tor de Nodos del mallado No-Uniformeformat longif N<5display('Introduz
a un N mayor o igual 5')elseif length(x)==N+1for i=1:length(x)-1hf(i)=x(i+1)-x(i);endhf;



Código de Matlab Código de Matlabfor i=1:NSD(i,i)=-1/(x(i+1)-x(i));SD(i,i+1)=1/(x(i+1)-x(i));endelsedisplay ('Introduz
a un ve
tor x de tamaño N+1')endendreturn;%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%Constru

ión de la Matriz M de la divergen
ia para el sistema Ma=r%%%% Autor:Mairim Colmenaresfun
tion [M,Mred,Mw℄=MatrizM(k,N,x)%k= Orden del Operador;%N= Número de 
eldas del mallado sobre el 
ual se desea 
al
ular el Operador%x= Ve
tor de Nodos del mallado No-Uniformeformat longif N<5display('Introduz
a un N mayor o igual 5')elsefilas=(k*(k+1)+3/2*k); %Número total de filas del Operador de Divergen
ia
olumnas=3/2*(k*k); %Número total de 
olumnas del Operador Divergen
iaendi=1;for j=1:3*k/2 97



Código de Matlab Código de MatlabM(i,j)=1;for r=2:k+1for m=1:3*k/2-1M(r,i)=((x(m)/2)-(x(m+1)/2))^(r-1);M(r,i+1)=((x(m+1)/2)-(x(m)/2))^(r-1);M(r,i+2)=(x(m+1)-x(i+1)/2-x(i)/2)^(r-1);endendendi=1;for j=(3*k/2)+1:
olumnasM(i+(3*k/2),j)=1;for r=(3*k/2)+1:
olumnas-1for p=3*k/2:filas-(k+3)M(p+2,3*k/2+1)=(x(k-1)-x(k)/2-x(k+1)/2)^(p-k);M(p+2,3*k/2+2)= (x(k)/2 -x(k+1)/2)^(p-k);M(p+2,3*k/2+3)= (-x(k)/2 +x(k+1)/2)^(p-k);endendendi=k*(k+1)+1;for j=1:k+1:3*k/2-1for r=0:3*k/2-1M(i+r,j+r)=1;endendi=k*(k+1)+1;for j=3*k/2+1 98



Código de Matlab Código de Matlabfor r=0:3*k/2-1M(i+r,j+r)=1;endend%%%%Matriz M redu
ida sin las filas 2 y 5Mred(1:1,1:(3/2)*k*k)=M(1:1,1:(3/2)*k*k);Mred(2:3,1:(3/2)*k*k)=M(3:4,1:(3/2)*k*k);Mred(4:k*(k+1)+(3/2)*k-2,1:(3/2)*k*k)=M(6:filas,1:(3/2)*k*k);%%%Matriz formada por las filas eliminadas de MMw(1:1,1:
olumnas)=M(2:2,1:(3/2)*k*k);Mw(2:2,1:
olumnas)=M(5:5,1:(3/2)*k*k);return;%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%Constru

ión de la Matriz S generadora para el gradiente%%%% Autor:Mairim Colmenaresfun
tion [SG,y℄=sg2 (k,N,x)% k= Orden del Operador;%N= Número de 
eldas del mallado sobre el 
ual se desea 
al
ular el Operador%
l
;format longif N<5display('Introduz
a un N mayor o igual 5')elseif length(x)<N+1 99



Código de Matlab Código de Matlabdisplay ('Introduz
a un ve
tor x de tamaño N+1')endendp=zeros(1,length(x)-1);for i=1:length(x)-1p(i)=(x(i+1)+x(i))/2;end%Ve
tor de 
eldas + fronterasy=zeros(N+2,1);y(1,1)=x(1,1);y(2:N+1,1)=p(1,1:N);y(N+2,1)=x(1,N+1);display('Ve
tor de Celdas+ Fronteras')yfor j=1:kSG(j,j)=-2/(y(i+1)-y(i));SG(j,j+1)=2/(y(i+1)-y(i));endfor i=k:NSG(i,i)=-1/(y(i+1)-y(i));SG(i,i+1)=1/(y(i+1)-y(i));endfor j=N+1SG(j,j)=-2/(y(i+1)-y(i));SG(j,j+1)=2/(y(i+1)-y(i));end 100



Código de Matlab Código de Matlabdisplay('Matriz S para el gradiente No-Uniforme de orden 2')SG=sparse(SG)return;%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%Constru

ión de la Matriz M del gradiente para el sistema Ma=r%%%% Autor:Mairim Colmenaresfun
tion[MG,MGred,MGw℄=MatrizMG(k,N,y)%k=Orden del Operador.%N=Número de 
eldas del mallado sobre el 
ual se desea 
al
ular el Operador.%y=Ve
tor que 
ontiene las 
eldas + las fronteras del mallado.format longif N<5display('Introduz
a un N mayor o igual 5')elsefilas=(k*(k+1)+3/2*k); %Número total de filas del Operador de Divergen
ia
olumnas=3/2*(k*k); %Número total de 
olumnas del Operador Gradienteend%1i=1;for j=1:3*k/2MG(i,j)=1;for p=1:kMG(p+1,i)=0;for r=1:kMG(p+1,r+1)=(y(r+1)-y(i))^(p); 101



Código de Matlab Código de Matlabendp=p;endendi=1;%2for j=(3*k/2)+1:
olumnasMG((3*k/2)+1,j)=1;for w=3*k/2:2*kMG(w+2,3*k/2+1)=(2*y(w-(w-1))-2*y(w-(w-2)))^(w-(k));MG(w+2,
olumnas-1)=(-y(w-(w-2))+y(w-(w-1)))^(w-(k));MG(w+2,
olumnas)=(y(k+1)-2*y(w-(w-2))+y(w-(w-1)))^(w-(k));endend%%%%%i=k*(k+1)+1;for j=1:k+1:3*k/2-1for r=0:3*k/2-1MG(i+r,j+r)=1;endendi=k*(k+1)+1;for j=3*k/2+1for r=0:3*k/2-1MG(i+r,j+r)=1;endend%%%%%
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Código de Matlab Código de Matlab%Matriz M redu
idaMGred=zeros(k*(k+1)+(3/2)*k-2,(3/2)*k*k);MGred(1:1,1:(3/2)*k*k)=MG(1:1,1:(3/2)*k*k);MGred(2:3,1:(3/2)*k*k)=MG(3:4,1:(3/2)*k*k);MGred(4:k*(k+1)+(3/2)*k-2,1:(3/2)*k*k)=MG(6:filas,1:(3/2)*k*k);%Matriz formada por las filas eliminadas de MMGw=zeros(k,(3/2)*k*k);MGw(1:k-1,1:(3/2)*k*k)=MG(k:k,1:(3/2)*k*k);MGw(k:k,1:(3/2)*k*k)=MG(3*k-1:3*k-1,1:(3/2)*k*k);sparse(MG)sparse(MGred)sparse(MGw)return;
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Apéndi
e D
Códigos Diferen
ia FinitaEn las siguientes lineas mostraremos los 
ódigos generados para la resolu
ión de laE
ua
ión de Helmholtz mediante un método de Diferen
ias Finitas. Se mostrarantres 
ódigos uno para N = 9, otro para N = 10 y otro para N ≥ 11.%%%Código de Diferen
ias Finitas para N=9%%%
lear allN=9;kk=sqrt(-1);w=2*pi;h=1/(N-4);%Tamaño del paso para la%genera
ión del ve
tor de puntos.x=[0:h/2:2*h,3*h:h:(N-6)*h,(N-6)*h+h/2:h/2:1℄p=zeros(1,length(x)-1);for i=1:length(x)-1p(i)=(x(i+1)+x(i))/2;endy=zeros(N+2,1);y(1,1)=x(1,1);



Código de Matlab Código de Matlaby(2:N+1,1)=p(1,1:N);y(N+2,1)=x(1,N+1);display('Ve
tor de Celdas+ Fronteras')y%Operador que 
ontienen las 
ondi
iones de fronteraA=[2*[-8 9 -1 zeros(1,N-1)℄;zeros(N,N+2);[zeros(1,N-1) 2*1 -2*9 (2*8-kk*w*3*h)℄℄%Matriz que genera las entradas de diferen
ias finitas 
entradaAux=[diag(ones(N+2,1))-2*diag(ones(N+1,1),1)+diag(ones(N,1),2)℄;%Operador D que dis
retiza la e
ua
ión de EHD=[ zeros(1,N+2);%x14*[16/5 -5 2 -1/5 zeros(1,N-2)℄;%x3/24*Aux(2:3,:);%x5/2 x7/24*[0 0 1/7 2/5 -1 16/35 zeros(1,N-4)℄;%x9/2(16/9)*Aux(5:N-4,:);%x11/24*[zeros(1,N-4) 16/35 -1 2/5 1/7 0 0℄; %x13/24*Aux(N-2:N-1,:);%x15/2 y x17/24*[zeros(1,N-2) -1/5 2 -5 16/5℄;%x19/2zeros(1,N+2)℄%x10%Operador que permite generar la segunda%expresión del lado izquierdo de la%e
ua
ión.I=eye(N+2,N+2);I(1,1)=0;I(N+2,N+2)=0;I%Ve
tor de entradas del lado dere
ho de la e
ua
ión105



Código de Matlab Código de Matlabb=zeros(N+2,1);b(1)=kk*w*3*h;%Solu
ión Aproximaday1=(A+((1/h)^2)*D+w^2*I)\b%Solu
ión Exa
tax1=0:pi/(50*w):1;yexa
=
os(w*x1);plot(y,y1,'r',x1,yexa
,'b')title('DifDivN9orden2');
Para N = 10 y N ≥ 11 lo uni
o que se modi�
a del 
ódigo anterior es la matriz Dque 
ontiene las entradas de las fórmulas de diferen
ias �nitas, debemos re
ordarque en estos 
asos es donde se in
orporan los pasos 
ompletos en el 
entro delmallado. Estos operadores son mostrados a 
ontinua
ión:%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%Operador D para N=10%%%D=[ zeros(1,N+2);4*[16/5 -5 2 -1/5 zeros(1,N-2)℄;4*Aux(2:3,:);4*[0 0 1/7 2/5 -1 16/35 zeros(1,N-4)℄;4*[0 0 0 (8/90) (8/42) -(8/15) (16/63) zeros(1,N-5)℄;4*[zeros(1,N-5) (16/63) -(8/15) (8/42) (8/90) 0 0 0℄;4*[zeros(1,N-4) (16/35) -1 (2/5) (1/7) zeros(1,N-8)℄;106



Código de Matlab Código de Matlab4*Aux(N-2:N-1,:);4*[zeros(1,N-2) -1/5 2 -5 16/5℄;zeros(1,N+2)℄%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%Operador D para N>=11%%%D=[ zeros(1,N+2);4*[16/5 -5 2 -1/5 zeros(1,N-2)℄;4*Aux(2:3,:);4*[0 0 1/7 2/5 -1 16/35 zeros(1,N-4)℄;4*[0 0 0 (8/90) (8/42) -(8/15) (16/63) zeros(1,N-5)℄;Aux(N-5:N-5,:);4*[zeros(1,N-5) (16/63) -(8/15) (8/42) (8/90) 0 0 0℄;4*[zeros(1,N-4) (16/35) -1 (2/5) (1/7) 0 0℄;4*Aux(N-2:N-1,:);4*[zeros(1,N-2) -1/5 2 -5 16/5℄;zeros(1,N+2)℄
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Apéndi
e E
Código para el 
ál
ulo del error
%%%Programa para realizar el estudio de 
onvergen
ia de los%%%métodos utilizados.logerrh=-log(errh(1:end));logerr=-log(err(1:end));xi=[logerrh(1):0.001:logerrh(end)℄;yi=interp1(logerrh,logerr,xi);plot(xi,yi,logerrh,logerr,'o','markersize',8,'markerfa
e
olor','b','LineWidth',2)fp=input('Ingresa el indi
e a partir del 
ual se varealizar el 
al
ulo de la pendiente: ');logerrh=-log(errh(fp:end));logerr=-log(err(fp:end));xi=[logerrh(fp):0.001:logerrh(end)℄;p=polyfit(logerrh,logerr,1);p
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Apéndi
e F
Operadores Dis
retos No-Uniformesen 1D
%%%%%%DIVERGENCIA MIMÉTICA%%%%%%%%%%> restart;> with(linalg):> with(plots):> with(LinearAlgebra):> N:=5: Número de Celdas del Mallado> filas:=N: Número de Filas del Operador Divergen
ia> 
olumnas:=(N+1): Número de Columnas del Operador Divergen
ia>> Div:=RandomMatrix(filas,
olumnas,density=0):> 
ont1:=1:>Estru
tura del Operador Divergen
ia No-Uniforme> i:=1:> j:=1:



Operadores Dis
retos No-Uniformes en 1D Convergen
ia> while i<=(filas) do> if (i=
ont1*N+1) then> j:=i+
ont1:> 
ont1:=
ont1+1:> end if :> Div[j,i℄:=-1/(x[i+1℄-x[i℄);> Div[j,i+1℄:=1/(x[i+1℄-x[i℄);> i:=i+1;> j:=j+1;> end do :>>> V1:=array(1..
olumnas,1..1):> for t from 1 to (N+1) do> V1[t,1℄:=x[t℄;> end do :>>>> DivV1:=evalm(Div&*V1):> simplify(%);[1℄[ ℄[1℄[ ℄[1℄[ ℄[1℄[ ℄[1℄ 110



Operadores Dis
retos No-Uniformes en 1D Convergen
ia
> V2:=array(1..
olumnas,1..1):> for t from 1 to (N+1) do> V2[t,1℄:=x[t℄^2;> end do :>>>> DivV2:=evalm(Div&*V2):> simplify(%);[x[2℄ + x[1℄℄[ ℄[x[2℄ + x[3℄℄[ ℄[x[3℄ + x[4℄℄[ ℄[x[4℄ + x[5℄℄[ ℄[x[5℄ + x[6℄℄%%%%GRADIENTE MIMÉTICO%%%%> restart;> with(linalg):with(plots):with(LinearAlgebra):> N:=5: Número de 
eldas del mallado sobre el 
ual se desea
al
ular el Operador Gradiente> filas:=(N+1): Número de filas del Operador Gradiente> 
olumnas:=(N+2): Número de 
olumnas del Operador Gradiente111



Operadores Dis
retos No-Uniformes en 1D Convergen
ia>> Grad:= RandomMatrix(filas,
olumnas,density=0):Estru
tura del Operador Gradiente No-Uniforme> i:=1:> for j from 1 to 1 do> Grad[i,j℄:=(-2*x[1℄-x[5/2℄-x[3/2℄)/((x[3/2℄-x[1℄)*(x[5/2℄-x[1℄));> Grad[i,j+1℄:=(x[5/2℄-x[1℄)/((x[5/2℄-x[3/2℄)*(x[3/2℄-x[1℄));> Grad[i,j+2℄:=(-x[3/2℄+x[1℄)/((x[5/2℄-x[3/2℄)*(x[5/2℄-x[1℄));>> Grad[i+1,j℄:=(-2*x[1℄+3*x[3/2℄-x[5/2℄)/((x[3/2℄-x[1℄)*(x[5/2℄-x[1℄));> Grad[i+1,j+1℄:=(x[5/2℄-4*x[3/2℄+3*x[1℄)/((x[5/2℄-x[3/2℄)*(x[3/2℄-x[1℄));> Grad[i+1,j+2℄:=(3*x[3/2℄-3*x[1℄)/((x[5/2℄-x[3/2℄)*(x[5/2℄-x[1℄));> end do:>> for j from 3 to (
olumnas-3) do> Grad[j,j℄:=-1/(x[1/2+j℄-x[1/2+(j-1)℄);> Grad[j,j+1℄:=1/(x[1/2+j℄-x[1/2+(j-1)℄);end do :> i:=filas-1:for j from 
olumnas-2 to 
olumnas-2 do> Grad[i,j℄:=(-2*x[1℄-x[5/2℄-x[3/2℄)/((x[3/2℄-x[1℄)*(x[5/2℄-x[1℄));> Grad[i,j+1℄:=(x[5/2℄-x[1℄)/((x[5/2℄-x[3/2℄)*(x[3/2℄-x[1℄));> Grad[i,j+2℄:=(-x[3/2℄+x[1℄)/((x[5/2℄-x[3/2℄)*(x[5/2℄-x[1℄));>> Grad[i+1,j℄:=(-2*x[1℄+3*x[3/2℄-x[5/2℄)/((x[3/2℄-x[1℄)*(x[5/2℄-x[1℄));> Grad[i+1,j+1℄:=(x[5/2℄-4*x[3/2℄+3*x[1℄)/((x[5/2℄-x[3/2℄)*(x[3/2℄-x[1℄));> Grad[i+1,j+2℄:=(3*x[3/2℄-3*x[1℄)/((x[5/2℄-x[3/2℄)*(x[5/2℄-x[1℄));> end do:> 112



Operadores Dis
retos No-Uniformes en 1D Convergen
ia> f:=array(1..
olumnas,1..1):> for i from 1 to N do> f[1,1℄:=x[1℄^n;> f[i+1,1℄:=(x[i+1℄^n+x[i℄^n)/2;f[
olumnas,1℄:=x[
olumnas-1℄^n;> end do :f:=evalm(f):>>> Graf:=evalm(Grad&*f):> simplify(%):>>> f:=array(1..
olumnas,1..1):> for i from 1 to N do> f[1,1℄:=x[1℄^2;> f[i+1,1℄:=(x[i+1℄^n+x[i℄^2)/2; f[
olumnas,1℄:=x[
olumnas-1℄^2;> end do :f:=evalm(f);>> Graf:=evalm(Grad&*f):> simplify(%):
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