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RESUMEN

Recientes investigaciones de Castillo y Grone [!], condujeron al disefio de una técnica
basada en el anélisis matricial para la construccién de versiones discretas miméticas
de los operadores diferenciales gradiente y divergencia de orden superior, tanto en el

interior del mallado como en la frontera.

En el ano 2006 Montilla-Cadenas-Castillo [2] presentan resultados en donde
generalizan el método de Castillo-Grone, logrando asi obtener operadores diferenciales
(divergencia y gradiente) para un orden k cualquiera. Cabe destacar que los trabajos

antes mencionados fueron desarrollados para el caso unidimensional.

En este trabajo se realiz6 una extension del método de Montilla-Cadenas-Castillo al
caso bidimensional sobre mallados tensoriales uniformes, prestando especial atencion
a la construccion de algoritmos de calculo que permiten obtener los operadores
diferenciales divergencia, gradiente, laplaciano y de frontera con un orden de

aproximacion £ = 2 y k = 4 en el caso de la divergencia y el gradiente.

Palabras claves: discretizacion mimética, operadores diferenciales discretos,

diferencias finitas.
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INTRODUCCION

En el mundo de la ingenieria, como en muchos otros campos del saber, aparecen un
gran numero de problemas que son representados mediante sistemas de ecuaciones en
derivadas parciales. En virtud a la dificultad que constituye usualmente resolver estos
sistemas de forma analitica, la técnica general de resolucion es discretizarlos para
luego proceder a aplicar alguna estrategia numérica, entre las que podemos contar:
diferencias finitas, elementos finitos, teoria espectral, etc. De tal forma que hoy dia se
hacen simulaciones de dinamicas de solidos y liquidos, ondas de choque, ecuaciones
de calor entre otras, debido esto no sblo al desarrollo de estas técnicas, sino también

al enorme desarrollo que han sufrido los sistemas computacionales.

Es bastante conocido que el calculo vectorial es una poderosa herramienta para
describir los problemas referidos. Entre sus agentes de acciéon mas relevantes se
cuentan los operadores lineales divergencia, gradiente y rotacional; de tal forma que
la gran mayoria de los fenémenos de la Fisica se expresan en funcion de estos. Asi, en
los ultimos anos ha cobrado fuerza la idea de abordar estos problemas directamente
en un medio discreto que aproxime al continuo. Esta nueva concepciéon se agrupa
generalmente bajo el nombre de “discretizaciones miméticas de la mecéanica del medio
continuo”, y se caracterizan en que en lugar de discretizar sistemas de ecuaciones,
més bien, discretizan a la teoria del continuo (calculo diferencial e integral). De esta
manera los problemas diferenciales quedan transformados en sistemas de ecuaciones

algebraicas.

La motivacion para el estudio de los métodos miméticos, en parte, consiste en que los

métodos clasicos y particularmente los métodos elementales, modelan erréneamente



INTRODUCCION

los operadores diferenciales o tienen una inestabilidad prolongada, mientras que los
métodos miméticos pueden remover estos problemas, lo que ha hecho que las ideas

miméticas hayan tenido un gran impacto en los métodos numéricos.

Este trabajo estd enmarcado dentro de esta nueva corriente y sigue sus mismos
planteamientos teodricos. Se pretende extender la metodologia de Montilla-Cadenas-
Castillo al caso bidimensional sobre un mallado tensorial uniforme. La idea es
establecer un calculo practico sobre un medio discreto, dedicando especial atencién
a la construccion de los algoritmos de calculo que permitan la obtenciéon de los

operadores diferenciales divergencia, gradiente, laplaciano y de frontera.

3 Universidad de Carabobo, FaCyT-Matemaéticas



Capitulo 1

PLANTEAMIENTO DEL
PROBLEMA

1.1. Antecedentes

En la tltima década se han venido desarrollando técnicas relacionadas con los métodos
miméticos que han resultado en un buen ntimero de articulos publicados al respecto

en esta area.

Presentaremos un resumen de algunos de los trabajos de mayor influencia:

1. En 1995 José E. Castillo y otros [3] derivan nuevas discretizaciones miméticas de
cuarto orden para la divergencia, el gradiente y el laplaciano sobre mallados no-
uniformes a partir de una combinaciéon del método de Operadores de Referencia
con la técnica del mapeo. Cabe mencionar que este es el segundo articulo en
este contexto que emplea el término mimético. La primera vez fue un articulo

de James M. Hyman y J. C. Scovel || publicado en 1988.

2. En 1996 Mikhail J. Shashkov y Stanly Steinberg [5] desarrollan nuevas técnicas

de diferencias finitas que permiten la resolucién de ecuaciones de difusiéon con



PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA Antecedentes

coeficientes complejos sobre mallados rectangulares generales.

3. En 1997 James M. Hyman y Mikhail J. Shashkov [6] dan a conocer un trabajo en
el cual usan el método de operadores de referencia para derivar aproximaciones
para la divergencia, el gradiente y el rotacional usando analogos discretos de las
identidades integrales satisfechas por los operadores diferenciales, que servirian

para obtener y entender el método de diferencias finitas miméticas.

4. En 1998 James M. Hyman y Mikhail J. Shashkov |7] describen como incorporar
las condiciones de frontera dentro de los métodos de diferencias finitas, ademaés
de construir métodos de diferencias finitas seguros para aproximar las ecuaciones
de Maxwell y las ecuaciones de difusién del campo magnético, usando analogos
discretos de operadores diferenciales que satisfacen las identidades y teoremas

del calculo vectorial y tensorial en forma discreta.

5. En el afio 2001 Castillo y otros |8], derivan aproximaciones de diferencia finita
de cuarto y sexto orden para los operadores de divergencia y gradiente. Para
lograrlo definen un producto interno generalizado sobre mallados escalonados
unidimensionales. Ademas, se explica de forma detallada como obtener estos

operadores discretos a partir del teorema de la divergencia discreta.

6. En el ano 2003 Jos¢ E. Castillo y R. D. Grone || presentan un enfoque matricial
para la generacion de operadores miméticos para la divergencia y el gradiente

basado en la discretizacion escalonada uniforme de un dominio unidimensional.

7. En el ano 2004 M. Freites-Villegas y otros [9] utilizan operadores de segundo
orden obtenidos por Castillo-Grone [1], en conjunto con el método de la funcion
de Green, para obtener un nuevo algoritmo que permita resolver la ecuacion de

difusion con una convergencia 6ptima para toda clase de funciones. Demuestran

5 Universidad de Carabobo, FaCyT-Matemaéticas



PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA Justificaciéon

10.

1.2.

que las predicciones tedricas y los resultados numéricos coinciden en todos los

problemas de la prueba, tanto en una como en dos dimensiones.

En el afo 2004 C. Cadenas y O. Montilla [10] desarrollan una generalizacion
de las entradas de las matrices de Vandermonde que son necesarias para
la construccion del operador diferencial discreto mimético de divergencia de
orden superior, la cual cumple con un teorema anélogo en espacios discretos al
teorema de divergencia clasico en 1D. El resultado obtenido es aplicado a casos

particulares en mallados escalonados uniformes y no uniformes.

En el ano 2006 Franzyuri F. Hernandez [11], en su tesis de maestria muestra
un estudio numérico de distintos esquemas de discretizacion en diferencias
finitas correspondientes al operador escalar de conveccion-difusion, en una y
dos dimensiones, para la aproximacion de sus derivadas. Algunos de estos
esquemas usan el método de Operadores de Referencia y las técnicas de Castillo-
Grone-Yasuda, basdndose en la aproximacion lateral para el gradiente en nodos
ubicados en la frontera del mallado y en aproximaciones centradas para la

divergencia en las celdas del mismo.

En el afio 2006 Orestes Montilla, Carlos Cadenas y José Castillo [2] muestran
una generalizacion de la técnica desarrollada por Castillo-Grone [!]| para
la obtencion de los operadores (divergencia y gradiente) sobre mallados no

uniformes.

Justificacion

Es sabido que las que las ecuaciones diferenciales son usadas para modelar fenémenos

fisicos, ecuaciones que en la mayoria de los casos no tienen soluciéon analitica, por

lo que se hace necesario obtener la soluciéon numérica de las mismas (ecuaciones

diferenciales ordinarias y en derivadas parciales). Dichas ecuaciones (al menos gran

parte de ellas) pueden ser expresadas en términos de los operadores diferenciales

invariantes de primer orden, tales como la divergencia y el gradiente o de segundo

6 Universidad de Carabobo, FaCyT-Matemaéticas



PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA Justificaciéon

orden como el laplaciano. Esta caracteristica de dichas ecuaciones, es de suma
importancia, dada la posibilidad de construir esquemas de diferencias finitas en base
a los operadores discretos de divergencia y gradiente; sin embargo, generalmente los
operadores discretos clasicos no mantienen algunas propiedades fisicas relevantes de
los operadores continuos. Dada la necesidad de preservar dichas propiedades, se han
venido desarrollando en los dltimos anos, métodos que permitan la obtencién de tales
operadores, pero que a la vez satisfagan las propiedades fisicas; a saber, las leyes de
conservacion y la simetria, ademas de los teoremas tradicionales del célculo vectorial,

como lo es el teorema de la divergencia, entre otros.

En un esfuerzo por satisfacer las necesidades antes mencionadas, en la década de los
80 fueron publicados los trabajos pioneros [12, 13, 11]. En estos se presentan aspectos
fundamentales del método de operadores de referencia y se hace una aplicacion del
mismo a ecuaciones de di fusiéon en campos magnéticos. En la década siguiente se
destacan nuevos trabajos [15, 3|, en los que se modifica levemente el método de
operadores de referencia. En el ano 1996, Shaskov publica el tinico libro conocido
sobre el método de operadores de referencia [16], en donde recopila toda la informacion

existente, para el momento, en dicha érea.

A principios de 2003, Castillo y Grone [I] publican uno de los trabajos de mayor
importancia en el area. En este muestran un enfoque matricial para la generacion de
operadores miméticos para la divergencia y el gradiente, basados en la discretizacion
escalonada uniforme de un dominio unidimensional. Aplican la técnica y obtienen los

operadores unidimensionales de orden 2-2-2y 4-4-4.

Orestes Montilla [17] hace una generalizacion de la metodologia para mallados

unidimensionales no-uniformes y 6-6-6 para mallados uniformes.

El paso siguiente en el desarrollo del area, serfa hacer la extension a mallados de
dimensiones superiores. Aunque se han hecho algunos intentos, los céalculos han
sido mas bien euristicos. En esta investigacion se tratara de desarrollar una técnica

que permita obtener operadores diferenciales miméticos (divergencia, gradiente y

7 Universidad de Carabobo, FaCyT-Matemaéticas



PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA Objetivos

laplaciano) bidimensionales sobre un mallado tensorial uniforme de una manera

natural.

1.3.

Objetivos

1.3.1. Objetivo General

Desarrollar un conjunto de herramientas computacionales que permitan calcular los

operadores miméticos sobre un mallado tensorial uniforme, utilizando una adaptacion

de la

metodologia de Montilla-Cadenas-Castillo.

1.3.2. Objetivos Especificos

. Analizar la teorfa existente de construccion de operadores diferenciales

miméticos, por medio de una revision bibliografica.

. Construir operadores diferenciales miméticos de primer orden (divergencia

y gradiente) sobre mallados tensoriales uniformes en 2D basados en la
metodologia de construccion de operadores diferenciales unidimensionales
para mallados intercalados no-uniformes desarrollados por Montilla-Cadenas-
Castillo.

Construir el operador laplaciano mimético usando los operadores diferenciales
miméticos de primer orden sobre mallados tensoriales uniformes en 2D, el cual

sustituye al operador laplaciano continuo en las discretizaciones miméticas.

Implementar el coédigo fuente necesario para la construccion de los operadores
miméticos de divergencia, gradiente, laplaciano y de frontera a partir de los
resultados obtenidos en los objetivos 2 y 3, para que estén disponibles con la
finalidad de resolver ecuaciones diferenciales que involucren dichos operadores

diferenciales continuos.

8 Universidad de Carabobo, FaCyT-Matemaéticas
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5. Justificar de acuerdo a la metodologia de Montilla-Cadenas-Castillo la
construccion de los operadores diferenciales obtenidos con la finalidad de dar

formalismo a los célculos realizados.

6. Hacer el estudio de orden de aproximaciéon de los operadores obtenidos mediante

el uso de polinomios en dos variables.

9 Universidad de Carabobo, FaCyT-Matemaéticas



Capitulo 2

METODOS MIMETICOS

Un método numérico, se denomina mimeético si los operadores diferenciales discretos
emulan propiedades de sus analogos de la teoria del continuo. En el esquema en
diferencia finita mimético, las ecuaciones discretas retienen propiedades que satisfacen

el sistema de ecuaciones diferenciales original.

Como la gran mayoria de las ecuaciones que modelan fenémenos de la Fisica
involucran operadores diferenciales invariantes de primer orden (gradiente y
divergencia), las discretizaciones de estos operadores deben verificar una version
discreta del Teorema de la Divergencia Generalizado (o Identidad de Green), dada

por:
(D(v),f) + (v,G"(F)) = (Bv.f) (2.0.1)

para un producto interno generalizado, definido como sigue:
(u, v)g = v Qu (2.0.2)

donde @) € M™*™ es una matriz definida positiva.

10



METODOS MIMETICOS Conceptos Basicos

2.1. CONCEPTOS BASICOS

Existen algunos términos matemaéticos que ameritan ser precisados. En las lineas que
siguen seran dados éstos y otras definiciones que son fundamentales en el desarrollo

subsiguiente del presente trabajo.

Mallados

Sin pérdida de generalidad, en una dimension, se puede considerar el intervalo [0, 1] ,
ya que mediante una transformacion lineal, es posible llevar el dominio continuo de
la variable x a dicho intervalo. Se define sobre este intervalo una particiéon con N + 1

puntos, a los que se les denominaran nodos: {x;, i =1,2,--- , N + 1}, donde:

D=2 <2< <21 <2 <Typ1 < <y <Typ1 =1

Estos N + 1 nodos, a su vez particionan el intervalo [0, 1] en N celdas, tales que:
{(zs,zi41),0 = 1,2,...,N — 1, N}. En la figura 2.1 se muestra un mallado con la

ubicacion de sus nodos y celdas.

Celda 2 o Celdai T CeldaN
Celda 1 Celdai-1 Celda N-1
@ & @ @ @ 9 & & @
Nodo 1 MNodo 3 Nodo i Nodo N-1 Nodo N+1
Nodo 2 MNodo i-1 MNodo i+1 MNodo N

Figura 2.1: Partes de un mallado

Si las celdas del mallado difieren en tamano una respecto de la otra, se dice que el
mallado es no-uniforme; pero si por el contrario, todas las celdas poseen el mismo
tamano, este se denomina mallado uniforme. En este ultimo caso existe un parametro

h, definido como h = %, tal que cada nodo puede obtenerse como sigue:
x;,=th, i=1,...,N+1

11 Universidad de Carabobo, FaCyT-Matematicas



METODOS MIMETICOS Conceptos Basicos

La densidad de la distribuciéon de los nodos queda caracterizada por el parametro
h definido anteriormente. En la medida que N crece (N — o0), entonces h decrece
(h — 0).

Para el caso no uniforme, se asume la existencia de constantes Crie vV Chin

independientes de h, tales que:

hCmm < Tig1 — 5 < hCm(m (211)

La suposicion anterior es denominada regularidad. Por lo tanto, si un mallado no-
uniforme es regular, esta caracterizado por el pardmetro h y las dos constantes antes

mencionadas.

Mallados Suaves y Mallados No-Suaves

Los mallados no-uniformes pueden ser clasificados en suaves y no-suaves.

Para comprender el significado del mallado suave, considérese la funciéon suave
x = x(t) definida del segmento [0, 1] en si mismo. Esta transformacion debe ser
inyectiva y en el caso unidimensional es suficiente que la funciéon z sea monotona

creciente.

Supongamos que sobre el intervalo [0, 1] se hace una particion uniforme con nodos

dadosporti:% i=1,2,...,N+ 1.

Bajo estas condiciones, el mallado {z; : i =1,2,..., N + 1} sobre el intervalo [0, 1] ,
se denomina mallado suave si y sblo si las coordenadas en cada nodo son dadas por

la funcion:

x = xz(t),

donde la funcion z(t) es una funcion suave o lisa.

12 Universidad de Carabobo, FaCyT-Matematicas



METODOS MIMETICOS Conceptos Basicos

(f)=t2

06

0.4

0.2

o]

[u) 0.2 0.4 06 0.8 1

Figura 2.2: Mallado No-uniformé Suave

Es claro ahora que para obtener un mallado no-uniforme suave (ver figura 2.2) es
necesario, en primer lugar, definir un mallado uniforme (determinado por la variable
t, denominado espacio logico) y una funcién suave x(t) que se evaltia sobre esta

variable.

Otro grupo de mallados no-uniformes son los mallados no-suaves. Son aquellos que
no pueden obtenerse mediante una transformacion suave. Por ejemplo (ver figura
2.3), al considerar el mallado no-uniforme donde la longitud entre cada par de nodos
varia alternativamente 2h, h,2h, ... Para estos mallados se asume que se cumple la

condiciéon de regularidad.

2h h 2h

@ o @ @ ® @
i-3 i-1 [ i+2

Figura 2.3: Mallado No-uniforme No Suave

Mallado Intercalado

Un mallado intercalado no-uniforme consiste en dos conjuntos de puntos (ver

figura 2.4). Uno de estos conjuntos es identificado con ndimeros enteros, x; con

13 Universidad de Carabobo, FaCyT-Matemaéticas



METODOS MIMETICOS Conceptos Basicos

t=1,...,N+1, los cuales muestran los puntos que representan a los nodos, y el otro
identificado con subindices racionales de denominador dos, z; +1 con 1t =1,...,N,
estos muestran los puntos medios (representantes de las celdas). De tal forma que si
N es un entero positivo, entonces un mallado intercalado de tamano N en el intervalo

la, b], posee (N + 1) puntos z;, donde i = 1,2,--- N+ 1, con xy =ay xn41 = b. El

otro conjunto consta de N puntos z; +1s 1=1,2,---,N. Los puntos deben satisfacer
la desigualdad z; < Tip1 < Ty para i=0,1,---,N.
i-1/2 i+1/2 i+3/2
—a = @ = @ = 8—
i-1 i i+1 i+2

Figura 2.4: Mallado Intercalado

Veamos que para que el error de truncamiento sea de orden 2 en las celdas del mallado

intercalado se debe tomar como representante de la celda (z;, x;11), el punto z; 11

Si llamamos €; a este error, el mismo quedaria expresado como sigue:

Es claro que el valor que toma e; depende del punto z* que se haya escogido.

~ V(@in) — V()

Tit1 — L

€1 (212)

x* x*
Para estudiar el error de truncamiento, en el caso més simple, vamos a suponer que
x; < x* < x;, 1, y haremos la expansion en serie de Taylor de v(z;41) v v(x;) alrededor

de x*. Estas expansiones hasta la segunda derivada quedan como sigue:

d*(v(z*)) (i1 — 2*)?
dx? 2

+ O(Z’i+1 — 33*)5
(2.1.3)

(.Z'iJrl — l’*> +

Al sustituir (2.1.3) y (2.1.4) en (2.1.2), tenemos:

14 Universidad de Carabobo, FaCyT-Matematicas



METODOS MIMETICOS Conceptos Basicos

d . d * d2 * s _ax)\2 .
€1 :é i — [(U(l‘ )—|— (UCE;: (miH - )—|— (;}J(E )> ($ +12 z ) + 0(132'4_1 —x )3>
o dv(z7)) o, Po(z) (@ —a*)? 3 . ,

— (u(:z: ) T (x; — ™) + 702 5 +O(z; — 27) [Tit1 — ]
du| [ @) (@i =t = = e | o) (@ -at) - @-an)) |
Cdx - dx? 2(zip1 — x;) dx (Tig1 — )

v(*) —v(x*)  O(xip — ) — Oz — 2%)3

_|_
(xi—l—l — :El) (337;—&-1 - l‘l)
o] [l (R = 2wt £ 0 = 4 2w 2 d(e(a) (i~ )
S dz|, dz? 2(zit1 — ;) dr  (Tiy1 — ;)
O(zit1 — %)% — O(x; — x*)3
(Tit1 — ;)
Cdv| (@) (@ - 2]) - 207 (i — 2) n d(v(ﬂﬁ*))+
S dz| . dz? 2(wig1 — x;) dx
O(zit1 — %)% — O(x; — x*)3
(Tiv1 — i)
_do| | Pu) [ (@i — @) (@i +a) = 205 (@i — a) L dw@)
S dx|,. dz? 2(ziq41 — ) dx
O(zip1 — %)% — O(x; — x*)3
(Tit1 — ;)
_dv] d?(v(z*) [ (g1 + ;) — 22* n d(v(z*)) n O(zip1 — 2*)3 — O(x; — x*)3
S da|,. dz? 2 dz Tit1 — T
| ) (@i -2+ @—a)) | dwE) (O — a7 - O — a)?
S dx|,. dxz? 2 dx (Tig1 — ;)
Haciendo luego € = —&1, entonces
d?(v(zx)) <($i+1 —z*) + (z; — x*)) O(zip1 — 2*)3 — O(x; — x*)3
€= —€1= 3 +
dz 2 Titl — T4
Suponiendo regularidad, la dltima igualdad puede ser escrita como:
_ (@) [ (@ip1 —a¥) + (2 — 2¥) 2
e=—15 5 + O(h?) (2.1.5)
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Para este caso el error de truncamiento es de orden h, es decir, ¢ = O(h). Esto
quiere decir que para un z* cualquiera el error de truncamiento es de primer orden

con respecto a h.

Por otra parte, también se puede observar que el primer término de la igualdad (2.1.5)
se anula siempre y cuando:
= Tit1 + T
2
Luego, si se toma a z* de esta manera, el error de truncamiento serd e = O(h?), para

un mallado no-uniforme cualquiera.

Mallado Producto Tensorial

Es considerado el mallado bidimensional méas sencillo. Se construye tomando en cuenta

que, el dominio de las variables x e y es el rectangulo:

R={0<z<a}x{0<y<b}

Y
A
b
R
GURI () - Nodo i, |
L
>
0 Xi a x

Figura 2.5: Ubicacién de un Nodo

Sobre los intervalos {0 < x < a} y {0 <y < b} se pueden construir mallados en 1D

como los descritos.

0:$1<I’2<"'<$i,1<l’i<$i+1<"'<.TN<33N+1:CL,
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0=y <y < <Y1 <Y <Yju1 < <Ynm < Ymu41 =0
El conjunto de nodos con coordenadas (x;,y;) sobre el plano es llamado mallado

producto tensorial o mallado rectangular no-uniforme. Dicho mallado se forma por

puntos, interceptando las lineas * = z; e y = y;.

(1.m) (n,m)

ERIEIRIE IR

(1.5 I I ; I ;n,n

Figura 2.6: Mallado Producto Tensorial

Para mallados producto tensorial, la densidad de la distribuciéon de nodos puede ser

caracterizada, para mallados uniformes, por el parametro:

h = maw(ha, hy) = max(% %)
el cual se aproxima a cero (h — 0) a medida que el numero de nodos se incrementa.
El mallado se dice uniforme en alguna direccion (z,y o ambas) si la malla en 1D en
esa direccion es uniforme. Si éste es uniforme en ambas direcciones y los pasos h, y

h, son iguales, entonces el mallado es llamado mallado cuadrado uniforme.

Funciones Discretas

Dado un mallado intercalado, se pueden definir sobre el mismo dos tipos de funciones

para argumentos discretos. En un primer caso, los valores de la funciéon corresponden
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a los nodos (ver figura 2.7). Esta es denominada discretizacion nodal. En este caso la

funcién de malla es un vector de N + 1 componentes:

v={v;i=12,..., N+ 1}

Si se denomina como HN el conjunto de todas las funciones de malla de discretizacion

nodal, entonces se puede afirmar que v € HN.

v i-1/2 v i+1/2 v i+3/2 v
—8 = @ = ® = 88—
i-1 i i+1 i+2

Figura 2.7: Funcién Nodal

Por otra parte, si los valores de la funciéon discreta o de malla son obtenidos sobre algtin
punto de la celda (ver figura 2.8), entonces esta es una discretizacion celda-valuada.
Sin embargo, para este caso el valor de la funcién no corresponde a un punto especifico
de la celda (ver [10]), sino que se considera la celda como un todo geométrico. Para
denotar las funciones de malla celda-valuada, se usaréan los puntos medios. Esto es, si

la funcién se denomina f, entonces al ser evaluada en la celda [i,7 + 1], se denotara

por f;, 1 = f(17z‘+%)-

Analogamente, se llama HC el conjunto de todas las funciones de malla celda-valuada,

entonces se puede afirmar que f € HC.

De no requerirse discriminar entre ambos tipos de funciones de malla, entonces puede
escribirse que v € H 6 f € H. Aqui H representa el conjunto de todas las funciones

discretas.

Estas notaciones utilizadas para identificar los tipos de funciones discretas, obedecen
a que en dimensiones superiores, las primeras corresponden a una discretizacion de

campos vectoriales y las segundas a una discretizacion de campos escalares.
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i-1/2 i+1/2 i+372
—e = & = L = 89—
i-1 T i f i+1 f i+2

Figura 2.8: Funcién Celda-Valuada

Matriz en Banda

Se dice que una matriz A € M™ ™ es de tipo en banda si sus elementos no nulos se

localizan en una banda, con eje central en la diagonal principal (ver figura 2.9).

Figura 2.9: Matriz en Banda

Es decir, si existen los enteros p y ¢ tales que 1 < p,q < n con la propiedad de que
a;j = 0, siempre que j > i+pVi > j+q. El ancho de banda de una matriz, se define
como w = p+ q — 1. Se dice que una matriz A tiene un ancho de banda m sif a;; = 0

para |i — j| < m.

Matriz con Estructura tipo Toeplitz

Una matriz A tiene estructura tipo Toeplitz si sus entradas no nulas en la fila 7 + 1,

son justo las entradas no nulas de la fila i desplazada un espacio hacia la derecha. Por
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ejemplo, si A es una matriz Toeplitz de dimensién 4 x 5 cuya primera fila viene dada

por los elementos ai] = T1,Q12 = T2,013 = T3,A14 = T4, A15 = Ts5, entonces

T
0
0
0

A:

Matriz Centrosimétrica

Ta I3
Ty Z2
0 T
0 O

Xy
xs3
T2

T

Ts
x

! (2.1.6)
T3

T2

La matriz A € M™*" (M =R 6 C) es centrosimétrica si y solo si existen matrices

de permutacion P, y P, tal que A = P,,AP,. Por ejemplo, si A es una matriz centro

simétrica de dimension 4 x 4 con elemento genérico a;; (1 < 4,5 < 4), entonces A se

vera como sigue:

a21
Q24

Q14

Matriz Anticentrosimétrica

a12
a22
as3

ais

a13
@23
22

Q12

A14
24 (2.1.7)
a1

ai

La matriz A € M™*" (M = R 6 C) es anticentrosimétrica si y solo si existen matrices

de permutacion P, y P, tal que A = —PF,, AP, (ver [18]). Para construir un ejemplo,

usaremos una matriz A anédloga a la utilizada en la definicién anterior. Para este caso

se tiene:

a1
21
—a24

—a14

Q12
22
—as3

—ais

20

a13
23
—a2

—ai2

Q14
a
e (2.1.8)

—a

—ai
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2.2. Método de Montilla-Cadenas-Castillo

El método de Montilla-Cadenas-Castillo es una generalizacion de la metodologia de
Castillo-Grone que permite obtener aproximaciones discretas de los operadores (con
igual orden de aproximacion tanto en el interior del mallado como en su frontera)
divergencia y gradiente fundamentado en la formulaciéon matricial, para un orden k
cualquiera sobre mallados unidimensionales intercalados uniformes y no-uniformes.
En éste se determina que forma deben tener las matrices de Vandermonde presentes
en la metodologia de Castillo-Grone para la obtencion de los operadores, a partir de

una cierta familia de funciones.

2.2.1. Esquema de Discretizacion Mimética

Requerimos construir operadores discretos miméticos. Para ello es fundamental

satisfacer la identidad integral (2.2.1):

Para un volumen arbitrario V:

/fdiv( dV+/ U, grad(f))dV = j{f v, (2.2.1)
v v
Los dos operadores involucrados, poseen tres ideas estrechamente relacionadas;
el Teorema de la Diwvergencia, la conservacion local y la conservacion global. La
conservacion local es un caso especial del Teorema de la Divergencia, tomando a
f =1y aV seselecciona como una celda sencilla. En cambio, la conservacion global

s (2.2.1) con f =1 aplicada a toda la region en consideracion.

En una dimension y especificamente tomando a V' como el intervalo [0, 1] , la identidad

(2.2.1) se convierte en la regla de integracion por partes:

/0 fd—Zd +/ %vdx = v(1)f(1) —v(0)f(0) (2.2.2)
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Es decir, que la formula de integracion por partes se satisfaga en (2.2.2) para f =1 o
lo que es lo mismo, para el caso unidimensional, la ecuacion (2.2.2) se convierta en:
1 . 1 dU '
v de = — =(1)—wv(0), si f=1 (2.2.3)
0 o dx
Sea un mallado intercalado uniforme, con h = %, nodosx; = (i—1)h, 1 <i < N+41ly

celdas (z;,x;41) con centros en x,, 1 = %(95z + 2;41). Considere las funciones discretas

1
3
fy v, como en el apartado (2.1). Supongamos que f € HC y v € HN. Es decir, f
tiene una discretizacion celda-valuada (puntos medios) y v tiene una discretizacion

nodal (puntos enteros).

Gt Dv Gt Dy Gl Dv Gt
rv r v r v F v
@ = @ = ® = @
x1 X372 X2 - - = Xi-1/2 Xi - -« Xn+1/2  Xn+1

Figura 2.10: Operadores Discretos

El operador de divergencia discreto (D) actuara sobre los valores de v, mientras que

el gradiente discreto (G) lo hara sobre los valores de f (ver figura 2.10)

Con estas condiciones, sabemos que el operador divergencia discreto mas simple esta

dado por:
(Dm(v))' = % 1 <i<N (2.2.4)
i+

y el gradiente discreto es definido a su vez por:

£ — £,
<g“?<f)>1 = 70,50 1=1
fi-&-% - fi—% .
(gx(f))i =22 2<i<N (2.2.5)
fN+1 - fN+1
(g%(f))N+1 S, i=N+1
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Esta divergencia D tiene una exactitud de orden dos, mientras que el gradiente es
de segundo orden en el interior y primer orden en la frontera. Por lo tanto, se deben
establecer las condiciones necesarias para que la aproximaciéon tenga orden dos en

todo punto del mallado.

Cuando se usa el mallado intercalado uniforme, la funciéon v se transforma en una
(N + 1)—upla y el operador divergencia D se puede interpretar como una matriz de

N filas y (N + 1) columnas.
La divergencia de los campos vectoriales constantes es nula. Por ejemplo, si v es una

funcién nodal, tal que, v =1 , entonces Dv = 0. Es decir, sie = (1,1,--+,1)7 es una

(N + 1)—upla, entonces al premultiplicarla con D se debe cumplir:
De =0 (2.2.6)

Esta condicion puede ser expresada diciendo, que al sumarse los elementos de las filas
de D debe dar cero. Que equivale a la propiedad de la derivada de anular las funciones

constantes.

Para la siguiente restriccion mimética es conveniente expresar la ley de conservacion

global en términos de productos internos.

Si f =1, la ecuacion (2.2.3) es equivalente a:

<div(v), 1> — u(1) — v(0)

Su anélogo discreto es: <D(V), e> =VNi1— Vi (2.2.7)

Aqui e es una (N 4 1)—upla de unos. Esta condicion puede ser expresada mediante

la afirmaciéon de que D tiene suma de columnas igual a —1,0,---,0, 1.

Ademés la ecuacién (2.2.7) también puede ser escrita de la siguiente manera:
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eTD:(—l, 0,---,0, 1) (2.2.8)

Las restricciones miméticas: (2.2.6), (2.2.7) y (2.2.8), no son las tinicas condiciones que
esperamos que satisfaga D. Existen otras condiciones naturales que D debe poseer,
determinadas por la geometria de la situaciéon. Por otra parte, el requerimiento de que
D sea una aproximacion de orden superior da més condiciones. Deberia esperarse que
nuestra matriz de divergencia sea esparcida, a fin de que estos métodos sean de interés.
Puesto que los valores de aproximacion en cualquier nodo deberian ser determinados
por sus vecinos més cercanos, esto conduce a que D deba ser una matriz en banda. El
esquema de discretizacion de los nodos interiores puede esperarse que sean similares.
Por tanto, las filas interiores deberian tener una estructura tipo Toeplitz, donde las
entradas no nulas en la filas ¢+ 1, son justo las entradas no nulas de la fila ¢ desplazada
un espacio hacia la derecha. Las propiedades de banda y tipo Toeplitz, juegan un

papel determinante en el presente esquema de discretizacion.

Si el ancho de banda de D es b, la técnica permite que D sea descrita independiente
de N, siempre y cuando, N > 3b — 1. Otra propiedad estructural de D es motivada

de acuerdo a lo que sigue.

Supongamos una funcion w definida por w(z) = v(1 — x), 0 < = < 1, entonces la

divergencia de w es el negativo de la divergencia de v.

Esto también puede ser escrito asi:

dw(x) dv(1 —x)

dx dx

En términos algebraicos esto impone la siguiente condiciéon de simetria sobre D. Sea

Py la matriz de permutacion de orden N:
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0
00 - 10
Py =
0
—1 0 ’ -
Si D es N x (N + 1) entonces la version mimética discreta de div(w) = —div(v) es:
D = —PyDPyyi (2.2.9)

Es decir, D es una matriz matriz anticentrosimétrica.
A continuacién se hace un resumen de las propiedades deseadas de la matriz de
divergencia D:

1. D tiene suma de filas cero, o de forma equivalente (e, DT) = De = 0, donde
e=(1,1,---, )7,

2. D tiene suma de columnas —1,0,---,0,1, o de forma equivalente
(D, e) =eI'D = (-1,0,---,0,1).

3. D es una matriz en banda (b denota el ancho de banda de D).

4. D tiene una estructura tipo Toeplitz en la filas interiores, y es definida

independiente de N (el nimero de puntos del mallado), si N > 3b — 1.

9. D es anticentrosimétrica: D = —PyDPy4

Conocidas las condiciones que se le deben imponer a D, vamos a tratar de obtener
estas matrices. En el caso de que se esté usando el producto interno usual, el problema
de encontrar una version discreta mimética del gradiente es equivalente a encontrar

una version discreta de la divergencia.
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Sea D una matriz N x (N + 1), version discreta de la divergencia, D la matriz
aumentada D en dos filas de ceros, la primera y la ultima. Ademas, sea G una matriz
(N + 1) x (N + 2), version discreta del gradiente. Si v es una (N + 1)—upla, f es
una N —upla, es decir, (f%, fg, cee fN+%) y ?, es f aumentada con los puntos f; y
fn 11 agregados en sus extremos, tal que, f es una (/N + 2)—upla. Para estos objetos,
la identidad integral (2.2.2) en términos del producto interno usual, da la siguiente

version discreta:
<13(v), ?> + <v, g(?)> = vy — vify (2.2.10)
O de forma equivalente:
<13(v), ?> n <gT(v), ?> - <Bv, ’f> (2.2.11)

Donde B es una matriz (N +2) x (N +1), que asume los requerimientos de verificacion

del teorema de la diveregencia discreta, a tal efecto B toma la forma:

[—1 0 -~ 0
B=|: = - : (2.2.12)

Esto, de hecho implica, que D+l = B, lo que a su vez hace que G deba tener la

forma:

G=|: _pTr : (2.2.13)

Exceptuando el comportamiento en la frontera, G es el adjunto negativo de D.
Mediante el uso de las identidades (2.2.2) y (2.2.10), se ha podido establecer como

los anélogos discretos, G y D, de los operadores continuos, estan relacionados.
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2.2.2. Productos Internos Generalizados

En el apartado anterior se describi6 el problema en términos de férmulas para
productos internos euclideos <u, U> = vTu. Se demostrara més adelante que no es
posible satisfacer todas las propiedades deseadas, al agregar las condiciones de orden
superior. Sin embargo, si se define un producto interno generalizado o pesado, es
posible tener éxito en las soluciones. La forma mas general de un producto interno

sobre N —uplas es:

<u, U>Q = <Qu, v> =0T Qu, (2.2.14)
Donde () es una matriz cuadrada de orden N definida positiva.

También, (2.2.14) puede ser expresado por:
(u, v) = (Eu, Ev) = v"E"Eu = (Ev)"Eu

Donde E es una matriz de rango N que satisface ETE = Q. Estos productos internos
definidos por E o por @, se les denominara, producto interno generalizado. Si la
matriz ) (o E) es diagonal, al producto interno correspondiente se le llama producto

interno pesado.

Mediante el uso del producto interno generalizado, las ecuaciones (2.2.7) y (2.2.8), se

convierten respectivamente en:

<DV, e>Q
e"QDv=(-1,0,---,0,1) (2.2.15)

=UN — U1

2.2.3. Teécnica Matricial para Operadores Discretos Miméticos

Sea D una matriz N x (N + 1) que representa una divergencia discreta. Se afirma que
D es una aprozimacion de orden k si D es exacta para polinomios de grado menor o

igual a k, pero no para polinomios de grado superior a k.
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Para obtener aproximaciones de orden k, existe una matriz generadora natural, que
llamaremos S . Por ejemplo, si k = 4, entonces el ancho de banda de S, es también

igual a 4, y las filas interiores de S tienen la forma:

1
ﬂ[o, 0,---,0,1, =27,27, -1, 0, ---, 0, 0] (2.2.16)
La formula generadora se obtiene utilizando los polinomios de aproximacion de

Lagrange (ver Apéndice D).

Para ilustrar lo dicho anteriormente, supongamos que N = 7y k = 4. Usando el
modelo dado por (2.2.16) e imponiendo las condiciones de suma de columnas y de

filas sobre S, se obtiene inmediatamente la matriz generadora:

- B L 0 0 0 0 0

3 3 s —= 0 0 0 0

X 0 5 -2 2 —-L 0 0 0
S=510 0 % —3 3 —3x 0 0 (2.2.17)

0o 0 0 5 -2 2 -5 0

o 0 0 0 5 -2 2 —5

o 0 0 0 0 5 -3 2

Esta matriz tiene las propiedades exigidas en la seccion 2.2.1: Las condiciones de
suma de filas y de columnas. Es una matriz en banda con ancho de banda b =4 y es
anticentrosimétrica. La matriz puede ser descrita independiente de N para N > 5 y

satisface las condiciones de aproximacion en el interior, pero no en la frontera.

Por lo tanto, el problema radica en modificar S, de tal forma que también posea
aproximacion de cuarto orden en la frontera. La técnica es general, en el sentido de

que se aplica a cualquier orden de aproximacion.

En vista de lo anterior, se puede afirmar que para cualquier k, existe una matriz

candnica S con las siguientes propiedades:
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i) S tiene dimension N x (N + 1).
ii) El ancho de banda de S es k.

iii) S tiene orden de aproximacion k en los puntos interiores del intervalo, pero de

orden inferior en los extremos (frontera).

iv) S satisface la condiciones de suma de filas, columnas y es anticentrosimétrica.

En consecuencia, S es candidata a convertirse en la matriz de divergencia mimética
D. Para ello habréd que modificar S y obtener una aproximaciéon uniforme de orden

k . Luego, a la matriz S modificada se le denominara D.

Por lo visto, la modificacion que debe sufrir S, debe estar centrada en las filas
extremas, que son las que estan vinculadas con los nodos frontera (extremos y sus
vecinos). Sea entonces k las primeras y ultimas filas a modificar de S para poder

obtener a D.

Para que la técnica sea en general util, se requiere que k sea una funciéon sélo
de b y no de N. Para ello es suficiente hacer £ = b. Por otra parte, como S es

anticentrosimétrica, sé6lo se amerita hacer el estudio en sus primeras filas.

Criterio: Sean k y % enteros no negativos fijos y A la matriz de dimension £k x %
La matriz modificada S se obtendra al reemplazar las primeras k filas de S por una

matriz de dimension k x (N + 1).

Las ultimas filas de S quedaran modificadas por la matriz A’, donde:
A=-P A P% (2.2.18)
El bloque matricial sustitutivo, quedara como sigue:
(A 0]
La nueva matriz obtenida se le denominara D(A).
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En lo que respecta al niimero de columnas de A, se espera que sea pequeno comparado
con b e independiente de N. Para aplicar la metodologia es suficiente exigir que A
tenga orden k X %k Como ya se sabe, k es tanto el orden de aproximaciéon como el

ancho de banda de S en sus filas interiores, cuando k£ es un entero no negativo par.
Desde aqui en adelante se considerara a k un ntmero par.

Se asumird que b = k y N > 3k — 1. Esto es para asegurar que las porciones,
superior izquierda e inferior derecha, modificadas de S no tengan columnas en comin
(solapamiento), esto daria dificultades para cumplir con la condicién de suma de

columnas.

Quizas la manera més sencilla para realizar dicha modificacion es premultiplicar a S

por una matriz de la forma:

Q = AR Iny_o RN (2.2.19)

Donde A es una matriz k x k definida positiva y A’ = P,AP, con la finalidad de
preservar la propiedad de anticentrosimetria de S . Obsérvese que de acuerdo con su

construccion () es una matriz centrosimétrica.

Vamos a ilustrar (2.2.19) con un ejemplo. Supongamos que N = 6 y k = 2, para estos

valores y considerando a la matriz A diagonal, @) es:

A 0 00 0 O
0 X 00 0 O
0 0 10 0 O
= 2.2.20
< 0 0 01 0 O ( )
0 0 00 X O
0 0 00 0 XN\
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Esto puede ser visto como el uso de un caso particular del producto interno
generalizado. Un caso especial serfa tomar a A como una matriz diagonal
definida positiva. Se afirma, que si el producto interno es el usual, esta situacion

lamentablemente no puede ocurrir.

Proposicion 2.2.1. No existe matriz de divergencia mimética de orden k para k > 2,

cuando Q) es diagonal con respecto al producto interno usual.

Prueba: Se sabe que la matriz generadora S, de dimension N x (N + 1) satisface

las condiciones miméticas:

ii) rango(S) = N, es decir, las N filas de S son no nulas.

iii) S es anticentrosimétrica,

iv) (S,e)=e’S =(-1,0,---,0, 1).

Sea () una matriz diagonal arbitraria N x N. Es imposible que tanto S como @S
satisfagan la condicion de cuarto orden a menos que () = Iy. Hemos notado que S

no satisface la condicion de orden k en la frontera para k > 2.

Ahora bien, si:

e’S =e’QS = e'(S —QS)=0 = e’ (Iy—Q)S =0

Como el rango(S) = N, entonces, e’ (Iy — Q) = 0. Ahora, como Iy — Q es diagonal,

ello obliga a Iy — @ =0 o que Q) = Iy.

Por la caracterizacion que se ha hecho sobre las condiciones de orden de D y/o de
S, es obvio que S no puede tener aproximaciéon de orden superior sobre los puntos

extremos para el producto interno usual.
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2.2.4. Sistema Lineal Ma =r

En este apartado se hara una descripcion de la metodologia a seguir para obtener
la matriz D(A). La clave consiste en determinar las entradas de A. Para ello es
conveniente plantear el problema en términos de un sistema de ecuaciones lineales,
cuyo vector de incognitas estard conformado, precisamente, por los elementos de esta

altima matriz.

Si k es par, serd posible encontrar una matriz A de tamano k x %k, tal que, D(A)
satisfaga las relevantes condiciones miméticas y de orden con respecto al producto
interno pesado definido por una matriz ) con la forma dada en (2.2.19). Para este

caso A serd una matriz diagonal k X k y sera independiente de V.
Sea a la %k‘z — upla formada por las filas de A, es decir:
a = (fila1 A, filagA, --- | fila,A)" (2.2.21)

Los requerimientos que se desean satisfacer son: condicion de suma de filas, condicion

de suma de columnas y la exigencia del orden (hasta orden k).

Por sus propiedades de linealidad, estas condiciones miméticas sobre D(A), pueden

ser expresadas en términos matriciales de la siguiente manera:
Ma =r (2.2.22)

Como ya se dijo, las incognitas provienen de la matriz A (2.2.21), necesaria para
conseguir una divergencia mimética de orden k en todas partes, a partir de una

matriz generadora S .

Como A es de orden k x %k’, donde £ es un entero no negativo par, que representa
el orden de aproximacion; entonces, el vector columna a, tendra %kQ entradas, por
lo tanto el sistema (2.2.22) posee %l{:2 variables. Por ejemplo, si & = 4 , habra 24

incognitas.
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a se vera como en (2.2.21) o de manera equivalente:

T
a = (&11, ai, ..., Ay, Aoy, @22, ..., A1, Ag2, ..., a%kz) (2223)

En lo que respecta a las dos otras componentes del sistema: M y r, seran como

sigue.

M es una matriz en bloques de k(k + 1) + %k filas y %l{:2 columnas. Este tamano lo
determinan las condiciones de mimeticidad que se deben satisfacer y sus componentes

principales son determinadas matrices de Vandermonde.

Sea m un entero positivo y zq, - -+, x,, € IR una n — upla, la matriz de Vandermonde

de tamano (m + 1) x n es:

1 1]
x DR xn
V(m;ay, - w,) = '1 _ _ (2.2.24)
Gl Ty

La matriz M, tendrd exactamente una estructura en funciéon de matrices de

Vandermonde como las definidas en (2.2.24), asi que:

Vi 0 0
0 W 0
M = | : Do (2.2.25)
0 0 Vi
_ng ]gk ng_

Naturalmente que la matriz M tiene %kQ columnas, puesto que debe coincidir con el

numero de filas del vector de incégnitas a .
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Ahora bien, qué caracteristicas tendran nuestras matrices de Vandermonde. Pues
bien, como el orden es k, se toma naturalmente m = k, luego éstas seran de k + 1

filas, es decir, se toméan las k£ + 1 primeras potencias para los z;, i =1,..., n.

La fila “uno” de cada matriz de Vandermonde debe satisfacer la condicién de suma
de filas para D(A), es decir, que el operador diferencial se anule cuando sea aplicado
a funciones constantes. Como D(A) es una modificacion de S en las primeras k filas,
se necesitan exactamente k matrices de Vandermonde. Luego, si se simboliza cada
matriz Vandermonde como V;, con ¢ = 1, 2, ..., k; cada una de estas matrices
satisface la condicion de suma de filas, para la fila i de D(A). Las restantes k filas

corresponden al requerimiento del orden.

Esto ayuda a determinar el nimero de filas de M. Como son k matrices de
Vandermonde de k + 1 filas cada una, se acumulan k(k + 1) filas para M. Pero
aun falta satisfacer la condiciéon de suma de columnas, para ello se agrega un bloque
en la parte inferior de M de k matrices identidad de tamano %k (1 3 k), COMO aparece
en (2.2.25).

En consecuencia, como se afirmo, M tendra k(k + 1) + 2k = WTJ“% filas y 2k?
columnas.

Sip=225E vy g=3k2 = M € RP¥.

Falta saber cuantas columnas tienen cada una de las matrices V;, + = 1,..., k. Es
decir, cuantos puntos se van a utilizar de la discretizacion. Supongamos que sean n,
como M tiene ¢ columnas, son k£ matrices y tomando en consideraciéon que se debe

evitar el solapamiento, se cumple que:
3 3
173 2

Como se esta asumiendo que k es par entonces n serd un entero. Si k fuese impar

habria que agregar més puntos de la discretizacion.
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Por lo explicado anteriormente, las matrices de Vandermonde estan en el espacio
R(k—i—l)xn

Para hallar dichas matrices, en primer lugar debe establecerse que funciéon o funciones
son las adecuadas al momento de determinar sus entradas. En razon, a que se requiere
conseguir aproximaciones de la derivada, que sean exactas para polinomios de grado
igual o menor que k, donde k es el orden del error de truncamiento del operador
discreto; es de esperarse que las funciones de prueba que se necesitan, respondan a

una estructura polinomial.

2.2.5. Funciones de Prueba para la Divergencia

La clave consiste en escoger una funcién de prueba v adecuada. Supondremos que la

funcion se discretiza en los nodos (funcién nodal), ello conducira al operador discreto

DIVERGENCIA.

Sea A una matriz 2 x 3, cada fila de la matriz A aproxima a la derivada v’ de la
funcion continua v en un punto. Es decir, dada una discretizacion (ver figura 2.11),

para k = 2 se tendré la siguiente relacion:

V3
v Dwv v Dv Vv Dv v
@ = @ = & = 9
X1 X352 X2 - - - Xi-1/2 Xio- = Xn#12 Xn+1

Figura 2.11: Accién de la Divergencia

O maés bien:
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3
(D(V))% = a11V] + a12Vy + a13Vy = Z a1;Vj = U%CL’%)
j=1
3
(D(V))g = a21V1 -+ a929Vo + A923V3 = Z (lngj = U%JI%)

j=1
De manera general:
3
(DV))ias = D vy =1/ <x+) L i=1,2. (2.2.26)
j=1
Sea A una matriz de dimensién k X % En donde, £ es el orden de aproximaciéon

deseado. La aproximacion que hace A para una funciéon derivable v, definida en los

nodos del mallado intercalado, se vera como sigue:

a a e a \%
(D(V))g 11 12 1 1
: az1 22 e agy V2
: _ : : : : : (2.2.27)
(,D(V))erl
o A(k—1)1 Ak—1)2 """ Qk—1)I Vi—1
' ak1 k2 -+ Ol Vi
(D(V))lﬁé
Aqui se ha supuesto que % = 1.

Para hacer la generalizacion de la expresion (2.2.26) solo basta cambiar los contadores:

3k
(D(V))isr =) ayvy=v'(z41); i=1,2 ... k. (2.2.28)
j=1

36 Universidad de Carabobo, FaCyT-Matemaéticas



METODOS MIMETICOS Meétodo de Montilla-Cadenas-Castillo

En virtud, a que el objetivo planteado es hacer aproximaciones de la derivada, para
polinomios de grado menor o igual a k, parece natural que la funciéon de prueba sea

polinémica. En efecto, se propone como funciones de prueba la familia:

v(x) = <$—xi+%>n, donde n=0,1, ..., k (2.2.29)

Se estudiarda como se comportan las derivadas de v en (2.2.29) en la medida que n

cambia.

Para n = 0, v(z) = 1, esto implica que v'(z) = 0. Como la discretizacion de v, la
funcién nodal v se esté evaluando en los puntos del mallado intercalado y de acuerdo
con (2.2.28):

3k
2
/ _ v — () i —
v <xi+%> =0 = Zawvj =0;, 1=1,2, ..., k
j=1
3k
2
O mas bien: Zaij =0; i=1, 2, ..., k, puesto que, v; = v(z;) =1, para todo j.
j=1
Por lo tanto, como a;; + a;o+ - - - +ai% =0; i1=1, 2, ..., k, se verifica la condicién

de suma de filas. Lo que es equivalente a que el operador diferencial discreto se anula

sobre las constantes.

Considérese ahora n =1,
Para este caso v(zr) = x — Tip1; i=1,2, ..., k, estoimplica que v'(z) = 1.

Ahora se sigue un procedimiento analogo al que se us6 para n = 0.

w
e

3k
2

v’(xH%):l = Zaijvjzl =

Jj=1 J

o

N—
I
=
-~
I
—_
no

o

ij (xj R
1

(2.2.30)
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2
Paran =2, v(z) = <x — xH%) o 1=1,2, ..., k, estoimplica que:
/ — —
v'(z) =2 <x xH%)

Al hacer la sustitucién como en los casos anteriores:

3k

v <xi+%) :2<xi+%—xi+%) =0, i=1,2, ..., k= Za,-jvj:()

j=1
3k
2 2
Luego: Zaij (:Ij'j — xH%) =0; i=1,2, ..., k (2.2.31)
j=1
Si se hace este calculo para un n > 2, se llega a que:
3k
2 n
D)y =y (a:j . xH%) —0; i=1,2 ..., k (2.2.32)

Ahora bien, si se usa la delta de Kronecker, los resultados anteriores se pueden

expresar a través de la ecuacion:

3k

2 n

> ay <xj—:ci+%) S 1,2 kyn=0 1,2 ... k (2.2.33)
j=1

1, sin=1

0, sin#l

Donde 6y, =
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El resultado dado en (2.2.33) es valido para mallados intercalados no-uniformes.

Veamos que ocurre si en cambio el mallado es uniforme.

A tal efecto:
i+ xip  th+ @+ 1)k (2i+1)h

Ty =1h y x,,

2 2 2

D=

Consideremos en primer lugar n = 1, puesto que para n = 0 es obvio. Sustituyendo
en (2.2.33):

Si la expresion anterior se multiplica por —%:

3k

2
2
Zaij(QiJrl_Qj):_ﬁ; i=1,2 ...k (2.2.34)

J=1

Tomemos ahoran = 2. Al hacer la sutitucion en (2.2.33) y tomando en consideracion

que:

2
v, = (xj — xH%) ;1 =1, 2 ... k, para cualquier nodo j, en el mallado uniforme

se tiene que:

2
> a2 4+1-2)=0; i=1,2... k (2.2.35)

Se observa que el miembro izquierdo de la anterior ecuacion es idéntico a (2.2.34).
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Finalmente, siguiendo un célculo anélogo al anterior, se cumple que si n # 1 :

w
el

a (20+1-25)"=0; i=1,2 ... k (2.2.36)

o

1

J

Al igual como se hizo con los mallados no-uniformes, se puede dar una forma general

para estos resultados. En efecto, para un n cualquiera:

2j —2i—1\"
Qjj (L) h" = b1y,

w
e

]

: 2n
7j=1
\
3k
2 2n
Zaij (20 +1-2j) = _ﬁdln
j=1
Como ,21—2(51,1 = 0, para todo n # 1, se puede escribir:
3k
: 2
Zaij(2i+1—2j)n:—ﬁ omii=1,2 ..., kyn=0,1,2 ...,k (2237

1

J

Lo maés relevante de todo el trabajo anterior es la expresion 2i + 1 — 25 en (2.2.37),

que ha venido apareciendo sistematicamente.

Esta ultima expresion nos da toda la informacién que requerimos, respecto a las
matrices de Vandermonde y al vector r, para el caso en que se requiera determinar

el operador de divergencia discreto.

Afirmamos que la expresion: 2i +1—23, cont =1, 2 ... k yj=1, 2, ..., %k,
da las entradas para las matrices de Vandermonde que conforman a M . En otras

palabras la matrices V; tendran la estructura que a continuacion se escribe:
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Vi=V(k;20—1,2—3, -+, 2i+1-3k); i=1,2 ..., k (2.2.38)

Cada una de estas matrices tiene % entradas.

Explicitamente las k£ matrices de Vandermonde son:

Vi=V(k: 1, -1, =3, -+, 3— 3k)
Vo=V(k:3,1, -1, -, 5—3k)
Va=V(k;5, 3,1, ,7—3k) (2.2.39)

Ve=V(k;2k—1,2k—3, -, 1—k)

El vector r , que posee los términos independientes del sistema (2.2.22), queda también

determinado por (2.2.37).

En efecto, su estructura se dijo que era: v = (c ¢ ¢ --- d)T, donde el tamaio de
resp==~Fkk+1)+ % c es una k + l-upla (namero de filas de las matrices de

Vandermonde) y desde luego habra k de estos vectores con estructura general segin
(2.2.37):

9 T
c = (07 - 0, -, 0) (2.2.40)

d JR%, tal que, satisfaga la condicion mimética de suma de columnas:
(=1, 0, 0, ---, 0, 0). Por ser r el término independiente del sistema (2.2.22)
submultiplo de 1/h, se multiplica ambos miembros por h, teniendo asi el sistema la

misma forma que el dado en [1].

Estamos en condiciones de determinar la matriz M para cualquier k£ par. Es decir, se
puede, salvo la dificultad en hacer los calculos, obtener el operador de DIVERGENCIA

con una exactitud de orden k, tanto en el interior del mallado como en la frontera.
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2.2.6. Funciones de Prueba para el Gradiente

Ahora, asumiremos una descretizacion en la celda (funcion celda-valuada), si se acttia
sobre ésta en un mallado intercalado se obtendra el operador discreto GRADIENTE.
En mallados intercalados, dada una funcién continua f en 1D, es posible hallar para

f', la derivada de f, dos operadores diferenciales discretos.

Dado que, las filas de la matriz A aproximan a la derivada f’ de una funcién derivable
f, en un punto de la discretizacion celda-valuada (ver figura 2.12), para k = 2 se

tendria la siguiente expresion:

f
((g(f))1> _ (an Q12 CL13> £,
(G(£))2 (21 Q22 A23 2

Gt Gi1 Gt Gt
f r r r f
L = . = ) = -]
X1 X352 X2 - - - Xi-1/2 Xi - - « Xn+1/2 xn+1

Figura 2.12: Accién del Gradiente

En otras palabras:

3

(g(f))l =anf; + Glzfg + Glsfg = anf; + Zaljfjfé = f' (1)
=2
3
(g(f))2 = anf + Cl22f% + az3fg = agnf) + ZQijj—% = ' (22)
=2
En forma més simplificada:
3
(G(F)), = anfi + Zaijfj_%; i=1,2. (2.2.41)
=2
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Un esquema matricial del gradiente, tiene forma analoga al que se presenté en (2.2.27),
salvo que el gradiente se estd calculando en los puntos enteros (funcién nodal) y la
divergencia se calcula en los puntos medios (funciéon de celda-valuada). Los dominios
respectivos son los centro de celda y los nodos del mallado. Sin embargo, para el
gradiente (ver figura 2.12) se debe extender f hacia la frontera. Es decir, se incluye
fi. La frontera derecha en este caso no se considera porque sélo se esté estudiando los

primeros puntos de la discretizacion.

Ahora bien, sea A una matriz de tamano k X % La generalizacion de la expresion

(2.2.41) se logra mediante el cambio de los contadores:

L i=1,2 ...k (2.2.42)

]

(G(F)), = anfi + aif;_

La familia de funciones de prueba que se propone para el gradiente discreto es:

f(x) = (x —x)", donde n=0,1,..., k (2.2.43)

Aligual como se hizo con la funcién de prueba de la divergencia, estudiemos la primera

derivada de f para los distintos valores de n.

Para n = 0, f(x) = 1, esto implica que f'(x) = 0. Como la discretizacion de f, f se

estd evaluando en las celdas del mallado intercalado y de acuerdo con (2.2.42):

3k
2
f/([pz) =0 = anfi + aijfj_% =0, 1=1, 2, , k
j=2
3k
2
De manera equivalente: Z a;; =0; 1 =1, 2, ..., k, puesto que:
j=1
fj_% =f (xj_%) =1, para todo j

43 Universidad de Carabobo, FaCyT-Matemaéticas



METODOS MIMETICOS Meétodo de Montilla-Cadenas-Castillo

Es decir, como a;; + a2 + -+ +a;3 =0; 1 =1, 2 ... k, se verifica la condicién de
2

suma de filas.

Tomemos ahora n = 1. Para este caso f(x) =z —x;; 1 =1, 2, ..., k, esto implica
que f'(x) = 1.

De forma parecida a como se hizo con n = 0:

3k
2
f/ (.Tz) =1= ailfl + al-jfj_% = 17 1 = 1, 2, , k
=2
Ahora, si j = 1, tenemos que: f; = f(x1) =f(21) =21 —x; i =1, 2, ..., k
Si j > 2, entonces: f; 1= f(xj_%) =z —wyi=1,2, ...k
Al hacer estas sustituciones se obtiene:
3k
2
an (o —a) + Y ay (a:j_% _ x> — =1, ... k (2.2.44)

Si se considera n > 2, se obtiene un resultado analogo al de la funciéon de prueba

usada para la divergencia (2.2.32), a saber:
(g(f))i = a; (1 —x;)" + iy (xj_% — xz)n =0;i=1,2,..., k (2.2.45)

Finalmente, al igual como se hizo en (2.2.33), en general el gradiente discreto evaluado

en ¢, para un mallado intercalado no-uniforme se puede escribir asi:
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(g(f))i = ap (v1 — )" + Qi (Ij_% - %)n =01 i=1,2,..., k (2.246)

Donde n toma valores entre 0 y k. El miembro derecho de la ecuacion es la ya

mencionada delta de Kronecker, que s6lo es no nula cuando n = 1.

Si el mallado es uniforme, la ecuacion (2.2.46) se transforma en:

3k

(G(E); = an (h—ih)" + Y ay (jh—h/2—ih)" =b1; i=1,2,... k

Jj=2

Haciendo las manipulaciones algebraicas pertinentes, se llega a:

3k

(G(F); = 2"an (i —1)" + > a; (20 +1—2j)" = %2 O1n; (2.2.47)

j=2

Dondei=1, 2,..., kyn=0,1,2,..., k

Esta ecuacion es muy parecida a (2.2.37), poseen el miembro derecho idéntico, sélo
difieren en el primer término de la sumatoria. Esto nos indica que el vector ¢ que
forma parte de r tiene la misma estructura para la divergencia como para el gradiente

y es no nulo si y so6lo si n = 1. Falta caracterizar las matrices de Vandermonde.

En efecto, de (2.2.47) se desprende que la matriz de Vandermonde V;, tiene las

entradas como sigue:

Vi=V(k;2i—2,2—3, 2 —5, -+, 2+1-3k); i=1,2 ...,k (2.248)

Cada una de estas matrices tiene % entradas.
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De forma explicita las k£ matrices de Vandermonde son:

Vi=V(k: 0, =1, =3, =5, --- , 3 — 3k)

Va=V(k;4,3,1, -, 7—3k) (2.2.49)
Vi = V(k; 2k —2, 2%k —3, 2% =5, -, 1—k)

2.3. Operadores Diferenciales Discretos Miméticos

de Segundo Orden en 1D

En esta seccion se usara la metodologia desarrollada por Montilla-Cadenas-Castillo
para calcular los operadores discretos miméticos DIVERGENCIA y GRADIENTE de

segundo orden, tanto en las filas interiores como en la frontera (método 2-2-2).

En adelante apareceran con frecuencia, entre otras, las matrices A, QQ y P. La primera
es una matriz diagonal cuadrada (de orden k), que forma parte de las otras dos
matrices en las primeras y tltimas k filas. El altimo bloque se construye usando la
definiciéon de centro simetria y los elementos intermedios es un bloque de la matriz
identidad (ver la seccion 2.2.3). Para simplificar los calculos aqui solo se trabajara

con las entradas distintas de 1 de A (2.2.19) y para Q y P el bloque referido a ésta.

Normalmente no se usaran las matrices completas () y P, en consecuencia la parte
de interés la denominaremos: ) y P. el vector con las entradas de la diagonal de A

se denominara A.

Por otra parte, el factor 1/h no aparece en los calculos a fin de simplificar los

resultados.

46 Universidad de Carabobo, FaCyT-Matemaéticas



METODOS MIMETICOS Operadores de Segundo Orden

2.3.1. Divergencia Mimética

La féormula més sencilla para calcular la divergencia fue dada en el apartado 2.2.1,
etiquetada con el nimero (2.2.4). La misma da una aproximaciéon de segundo orden
en cualquier mallado, tanto en el interior como en la frontera. A esta técnica se le
denomina cominmente método 2-2-2. Veremos que la metodologia desarrollada en la
seccion 2.2, al ser aplicada a la matriz S p que se genera mediante (2.2.4) coincide
con el orden senalado. Esto es de esperarse puesto que la divergencia en el método de

operadores de soporte es de orden 2 en todo el mallado.

Para una divergencia de segundo orden, k = 2, la expresion generadora de la matriz
Spes: [0, ..., 0, =1, 1, 0, ..., 0]. Por otra parte, de acuerdo con la exigencia de
no solapamiento para S p, el minimo ntmero de filas que debe tener es N = 5; por

lo tanto, la matriz S p tendra tamano 5 x 6, a saber:

-1 1 0 0 0
o -1 1 0 0 O
Sp=120 -1 0 0
0 0 -1 1 0
0 0 -1 1

Al sustituir en S p, las dos primeras y las dos tultimas filas con la matriz A € IR**3

y usando la propiedad de centrosimetria, se obtiene a D(A):

a1 aiz a3 0 0 0
a1 ag a0 0 0
DA)=]10 0 -1 1 0 0 =QS»p (2.3.1)
0 0 0 —ags —axp —an
0 0 0 —ai3 —a2 —an

El problema se reduce entonces a obtener la matriz A y la matriz A, ver (2.2.19) en

el apartado 2.2.3, que conduce a la determinaciéon de Q).
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Para plantear el sistema (2.2.22) se necesitan dos matrices de Vandermonde. Usando

(2.2.38) se llega a que las dos matrices son:

Asuvezr = (0, —2,0,0, -2, 0, —1, 0, 1)T

Con estos datos el sistema lineal (2.2.22) que permite calcular al vector

T
a = (Cln, 12, A13, A21, (22, a23)

queda estructurado como sigue:

1 1 1 00 0 aq 0
1 -1 =3 00 0 a1o -2
11 9 00 0
0O 0 0 11 1 a3
Ma=r=|0 0 0 31 -1 =1-2
0 0 0 91 1 a91 0
1 0 0 10 0 -1
0O 1 0 01 O 99 0
0O 0 1 00 1 (93

Este sistema es facilmente resoluble mediante el uso de un sistema computacional que

realice calculos algebraicos, como por ejemplo, Maple:

a1 = —1,a12=1,a13 =0, a1 =0, ags = —1, ag3 = 1

La solucion inmediata (compatibilidad del sistema) y los resultados de a que no
producen ninguna modificacién sobre S p, es decir, D = S p, nos indican que D es
mimética de segundo orden con el producto interno usual. Es obvio que @) es la matriz
identidad de orden 5.

48 Universidad de Carabobo, FaCyT-Matemaéticas



METODOS MIMETICOS Operadores de Segundo Orden

La matriz de divergencia mimética de segundo orden para N = 5 es la siguiente:

o 0 -1 1 0 0 (2.3.2)

2.3.2. Gradiente Mimético

La formula analoga para el gradiente, dada en (2.2.5), genera una aproximacion del
tipo 1-2-1, en otras palabras, este gradiente tendra error de truncamiento de orden
dos en el interior del mallado y orden uno en la frontera. Para este caso, el sistema que
proponen Castillo-Grone, se torna inconsistente. Ello obliga a seguir una estrategia
que consiste en la introduccién de un producto interno generalizado (2.2.14), para
poder obtener los operadores discretos miméticos. La metodologia es anéloga a la que
se us6 para la divergencia, salvo que las matrices de Vandermonde cambian por la

naturaleza de las funciones de prueba.

Si ahora se usa la formula de aproximacion para el gradiente, dada en (2.2.5) se

obtiene la siguiente matriz generadora S g:

—2 2 0 0 0
0 -1 0 0 0
Sg=1 0 1 1 0 0
0 0 0 -1 1 0
0O 0 0 0 -2 2
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Esta matriz generadora del gradiente no es mimética como se puede observar
claramente. Pero ademés, aunque tiene orden de aproximacion dos en las filas internas,

en la frontera es de primer orden.

La matriz modificada G(A) es analoga a (2.3.1), puesto que, Sp y S g solo difieren

en la primera y ultima filas, donde precisamente A y A’ actian.

El planteamiento del sistema (2.2.22) requiere de dos matrices de Vandermonde,

puesto que k = 2. Usando (2.2.49) se llega a que las dos matrices son:
También (2.2.49) nos permite determinar el vector de términos independientes
r € R

r =(0,-2,0,0,-2,0,—1,0, )"

Con esta informacion el sistema de ecuaciones es:

1 1 1 00 0\ [an 0
0 -1 =300 0 |]|an —2
01 9 00 0
00 0 11 1 a3
Ma=r=1|(0 0 0 21 -1 =1 -2 (2.3.3)
0 0 0 41 1 a2 0
1 0 0 10 0 ~1
001 0 01 0|]|ax 0
00 1 00 1 a3

Este sistema, como se dijo, es incompatible. Por lo tanto, para hacerlo soluble se

le eliminan la segunda y la quinta fila, a M y a r. Notese que estas filas son las
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entradas de las matrices de Vandermonde paran = 1, en este caso las dos componentes

correspondientes de r son las que tienen el valor -2.

Pues bien, el sistema reducido, visto en forma matricial, tiene por solucién:

A= (2.3.4)

A esta matriz se le ha denominado A\, porque en realidad no es la matriz buscada A.
Para obtenerla se debe hallar la matriz de pesos P. P rescata la condicién de suma
de filas y columnas exigidas para la mimeticidad con respecto al producto interno

pesado. Para este caso la condicién de suma de filas queda expresado como sigue:

h(e, G(f)p = fy — f1, o mas bien he’GT(f))P = (-1, 0, ---, 0, 1)

Para hallar P, se define la matriz M ,,, que estard formada por las filas que se
eliminaron en (2.3.3), luego se le post-multiplica con a (vector de solucion del sistema
reducido). Los pesos A buscados resultan de multiplicar estos resultados por —%, este
nimero proviene de las componentes que se le eliminé a r .

0 -1 -3 00 0

M, =
000 0 01 —1

El producto descrito queda formalizado de la siguiente manera:

M ,a
-2

A= (2.3.5)

En consecuencia al efectuar este producto:

R 3/8
A—
9/8
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Se hace notar que A es una matriz diagonal, definida positiva de dimensién k X k y
A es un vector que tiene las entradas de la diagonal de A. Se recuerda que la matriz
P es diagonal definida positiva, se diferencia de la identidad en las dos primeras y
dos ultimas filas. En consonancia con las filas que se le modifican S g. Las dos filas
de diferencia tienen las componentes de la diagonal de A. Como la discretizacion de

menor tamano es N = 5, si k = 2, entonces la P més pequena sera:

3/8 00 0 0
0 9/80 0 0
P=| 0 0 1 0 O
0 0 098 0

0 0 0 0 3/8

Ya estamos en condiciones de hallar la tan buscada matriz A, ésta se obtiene haciendo

el producto:

A=P1A (2.3.6)

Esta formula se motiva de la siguiente manera: Si v = 1, el producto interno pesado
del gradiente viene dado (1, G(f))p, =fy —f; o G'(f))P = fy — f;. Como se afirmé
(ver 2.2.3) el operador mimético de orden k, se obtiene pre-multiplicando la matriz
generadora por la matriz de peso, por lo tanto: GT(A)P = S g, a partir de aqui es

inmediata (2.3.6) y haciendo el producto solo en la parte modificada.

Finalmente, al efectuar este producto el resultado es:

8/3 3 —1/3 110
A= y A= (2.3.7)
0 -1 1 1/3 -3 8/3
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La matriz A" se definié en (2.2.18) y modifica las dltimas dos filas del gradiente. A
continuacion exhibimos el gradiente mimético de orden dos con N = 5 para mallados
intercalados uniformes. Obsérvese que la diferencia que tiene con S g es la primera y

ultima fila. La h que aparece en el denominador, se obvié en los célculos previos.

G=+ (2.3.8)

|
w
wloo

En el Apéndice A se presenta el codigo de todos los célculos que antecedieron, hechos

con el programa de célculo simboélico MAPLE.

2.4. Operadores Diferenciales Discretos Miméticos

de Cuarto Orden en 1D

En esta seccion, se desarrollan los céalculos necesarios, que conducen a obtener los
operadores discretos miméticos divergencia y gradiente con error de truncamiento de

cuarto orden.

Si (Q es una matriz diagonal, con entradas positivas no nulas, el operador discreto
divergencia o gradiente puede ser mimético respecto al producto interno pesado para
k > 2. Esto es, si k es par, para el producto interno (z,y)g = y'Qx, se puede
conseguir A de dimension k X %kj, tal que D(A) sea conservativa y con el orden de

aproximacion deseado (k), tanto en el interior, como en la frontera.
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2.4.1. Divergencia Mimética

Para la divergencia de cuarto orden (k = 4), el trabajo se centra en la matriz

generadora S p que puede ser vista en (2.2.17).

La matriz A que se debe encontrar tiene 4 filas y 6 columnas. En consecuencia, el

sistema lineal posee 24 incognitas.

Las cuatro matrices de Vandermonde estan en el espacio vectorial IR°*S. Estas
acumulan 20 filas para las matriz M, ademas, se le debe adicionar el bloque de
4 matrices identidad de orden 6. Este bloque se anexa para satisfacer la condicion
mimética de suma de columnas, el orden se desprende a que la matriz A modifica 6

columnas de S p. Por todo lo anterior, M € IR?6%?*,

Las cuatro matrices de Vandermonde se presentan enseguida, las mismas fueron

obtenidas usando la formula (2.2.38).

11 1 1 1 1] (11 1 1 1 1]
1 -1 -3 -5 -7 -9 1 -1 -3 -5 -7
Vi=|1 1 9 25 49 81 Va=19 1 1 9 25 49
1 —1 —27 —125 —343 —729 97 1 —1 —27 —125 —343
1 1 81 625 2401 6561 81 1 1 81 625 2401
(1 011 1 1 1] 1 01 11 1 1]
5 1 -1 -3 -5 7 5 3 1 -1 -3
Va= 125 1 1 9 25 Vi=149 25 9 1 1 9
125 27 1 —1 —27 —125 343 125 27 1 -1 —27
625 81 1 1 81 625 | 2401 625 81 1 1 81 |

Para el vector r de términos independientes, nos valemos también de (2.2.38), pero
para las componentes de d se debe tomar en consideracion las seis primeras columnas

de la matriz generadora S p.
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1O 2,0,0,0,0,-2,0,0,0,0,—-2,0,0,0,0,—2,0,0,0,—1,0,0 113 1)
r — — — — — — — _—— ., — —
h ) ) Y Y ) ) ) ) Y Y ) ) ) Y Y ) ) ) ) Y Y ) ) 24 Y 12 ) 24
A la matriz M del sistema lineal que permite hallar a la matriz A, se le debe eliminar

las filas: 2, 7, 12 y 17. De igual forma se procede con las entradas que tienen el valor
2der.

Con esta informaciéon estamos en condiciones de plantear el sistema de ecuaciones,
sin embargo, en virtud de su tamano no es facil presentarlo aqui, pero en el Apéndice

A puede observarse en detalle los aspectos relacionados con este céalculo.

El sistema reducido: Ma = T es consistente indeterminado. Su solucién
parametrizada la mostraremos de forma analoga a como se hizo con el gradiente

orden dos (2.3.4), pero por incognitas:

6851 ot 8153 5 5 5
] = ——— a9 = —— — — -
11 6912 P1 T P2 T P3, 12 13324 P1 D2 D3,
1289 9005
= —— 410 10 10 = ———10p; — 10py — 10
a13 1536 + 10p1 + 10 p2 + 10 ps, a14 13324 D1 D2 D3,
3529
= 2 L 5p 45 +5 = —1/24 —p, — ps —
ais 13824 +9op1 +op2 + ops, a16 / P1 — P2 — P3,
143 429 45 429 10 143 410
Ay = —— — Aoy = ——— Qg3 = —— — Ay = ————
21 1608 D1, 22 5192 D1, 23 512 D1, 24 1608 D1,
25
a5 = —Hpi, Qog = P1 as1 = —po, a39 = 512 + 5 po,
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675 675 25
as3 = _5T2_10p2’ a34 = 5T2+10p2’ azs = —5T2—5P2, a3 = P2
B 551 _ 2755 45 - 551 10 - 9367 410
Q41 = 13824 D3, Qa2 = 13824 P3, Q43 = 1536 D3, Qa4 = 13824 P3,
B 6061 _5 -
Qg5 = 6912 D3, Q46 = P3

Esta solucién parametricazada naturalmente no es tnica. Ahora bien, se debe
seleccionar valores para los pardmetros adecuadamente. Entre las infinitas
divergencias que se pueden obtener, pretendemos determinar una familia de

parametros que modifique lo menos posible la matriz generadora S p. Las pruebas

551

— 351> e logra obtener la

conducen a que si: py = 0, p, =0 y p3 = p3 =

divergencia dada por Castillo y Grone [1].

Con esta familia, se tiene que:

_ 4751 101 6091 1165 43 25
4608 128 13824 4608 768 13824
143 429 429 143 0 0
1 1608 512 5I2 4608
0 25 _615 615 _ 325
512 512 512 512
0 0 551 _ 551 551 551
| 13824 512 512 13824 |

Para hallar a A hacemos el producto que se indico en (2.3.5), formando a la matriz

M ,, con las filas eliminadas de M .

e 649 143 75 551
5767 192" 64’ 576

Con estos pesos formamos la matriz diagonal (). Como k = 4, el minimo ntimero de

puntos que se requieren en la discretizacion, para evitar el solapamiento es N = 11.
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Las entradas en la diagonal de () seréan:

649 13 75 L
qi1 = 576 G22 = 192’ q33 = 64’ qa4 = 576 q55 = 1,

Las ultimas cuatro filas de () tendran estas mismas entradas. Creemos conveniente
senalar, que en el Apéndice B se pueden observar los detalles del calculo y las matrices

completas.

Al obtener A como en (2.3.6), se observa que s6lo se modifica la primera fila de S p.

Las dos primeras filas de D(A) la mostramos a continuacion:

451 Ig é 1920998 165059716 é i g g 2152996 1 52557 6 0 0 0 0 0 0
% — g g — 2*14 0 0 0 0 0 0 0 0
0 = -2 g - 0 0 0 0 0 0 0
0 0 o -2 2 -5 0 0 0 0 0
0 0 0 = -2 2 -5 0 0 0 0 0
D = l 0 0 0 0 5 -2 2 - 0 0 0 0
h 0 0 0 0 0 = -2 2 -2 0 0 0
0 0 0 0 0 0 = -2 2 -5 0 0
0 0 0 0 0 0 0 = -3 2 -3 0
0 0 0 0 0 0 0 0 o -2 2 -3
0 0 0 0 0 0 TS 36 3103 15576 355 5183

2.4.2. Gradiente Mimético

Para calcular el gradiente mimético de cuarto orden sobre mallados intercalados
uniformes para una funcién f con dominio en las celdas (funciéon celda-valuada), se

usa para determinar la matriz generadora Sg, la férmula usual de diferencia centrada:

(G(f), = ﬁ (fi73/2 — 27 fic1y2 + 27 fiy12 — fi+3/2) (2.4.1)
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La matriz generadora del gradiente mimético de cuarto orden, Sg, con el bloque

matricial que incorpora a A se presenta a continuaciéon. Como k = 4, A tiene 4 filas

y 6 columnas.

a1l a12 a13 ai4 ais aie 0 0 0 0 0 0
a21 G22 G23 a24 a25 G26 0 0 0 0 0 0
as3] a32 a33 a34 ass ase 0 0 0 0 0 0
a41 Q42 Q43 G44 Q45 Q46 0 0 0 0 0 0
9 9
. 0 0 0 1/24 -2 2 —1/24 0 0 0 0 0
_ 9 9
g(A) = E 00 0 0 1/24 -2 2 -1/24 0 0 0 0
9 9
0O 0 0 0 0 1/24 -3 H —-1/24 0 0 0
0 0 0 o0 0 0 —a46 —aas —a44 —a43 —a42 —a41
0 0 0 O 0 0 —azs —a3zs —as4 —az3 —azz —asi
0O 0 O 0 0 0 —a26 —a25 —a24 —a23 —a2 —a21
0 0 O 0 0 0 —aig —aiz —ai4a —ai13 —ai2 —ai1

(2.4.2)

Esta matriz se construy6 asumiendo que N = 11, el tamano més pequeno de la

discretizacién para que no se produzca solapamiento. Las ultimas cuatro filas de

componentes no nulas constituyen la matriz A’.

Como A tiene 24 elementos el vector a poseeréd este nimero de incognitas:

T
a = (an,am, ceey, 16,021,022, - - ., A26, - - -, A41, A42, - - . 76146)

Para plantear el sistema M a = r, se requiere conocer las matrices de Vandermonde.

Si en la formula (2.2.49) se hace k = 4, se tiene:

Vi=V(4;2—2,2—3,2—512—7,2—92—11); i=1,2, ..., 4

Cada matriz tiene naturalmente 6 entradas. Estas son las cuatro matrices:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 -1 -3 =5 -7 -9 21 -1 -3 =5
i=10 1 9 25 49 81 Vo=14 1 1 9 25

0 -1 =27 —125 —-343 —-729 8§ 1 —1 =27 —-125

0 1 81 625 2401 6561 | 16 1 1 81 625

(2.4.3)

1
-7
49

—343
2401 |
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(1 011 1 1 1] 101 11 1 1]
4 3 1 -1 -3 -5 6 5 3 1 -1 -3
Vi=|16 9 1 1 9 25 Vi=1(3 25 9 1 1 9
64 27 1 —1 —27 —125 216 125 27 1 —1 —27
256 81 1 1 81 625 | 1296 625 81 1 1 81 |

Con estas matrices estamos en condiciones de construir la matriz M de acuerdo con
(2.2.25). Esta matriz de coeficientes del sistema tiene 26 filas y 24 columnas. Son 20
filas correspondientes a las matrices de Vandermonde y seis filas méas por el bloque

de matrices identidad (/). Esta matriz puede ser observada en el Apéndice B.

El vector de términos independientes r tiene las siguientes componentes:

1 13 11%

= [0,-2 —2 —2 —2 ~1,0,0, ——, —, ——
r 07 70’0’0707 7070’0707 7070’0707 7070’0’ ’0707 24’ 127 24

Las primeras 20 componentes corresponden al lado derecho de (2.2.49) y las tltimas
seis satisfacen la condicién de suma de columnas. Los ntimeros —1/24,13/12, —1/24,
se obtienen aplicando esta condicion a la matriz (2.4.2). Obsérvese las columnas 4, 5

y 6; estos ntimeros son los que precisamente las anulan.

Ahora bien, para plantear el sistema se eliminan de M las filas de las matrices
de Vandermonde cuyos entradas tienen potencia n = 1 y que hacen al sistema
inconsistente. Estas son la 2, 7, 12 y 17. Debemos hacer notar que, precisamente
en estas filas, r tiene el valor -2. Ademas son las tnicas filas que violan la condicion
de mimeticidad de suma de filas (anulacion para constantes). Sin embargo, estas filas

son cruciales para obtener la matriz de pesos.

Los detalles del sistema se pueden observar en el Apéndice B. Aqui, presentamos una

de las soluciones triparamétrica de las ecuaciones:
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3901 n 128 n 128 n 128 10789 9 9 9
= —— _ _— _— a = — — —
a1 3730 35 P 35 P2 35 DP3, 12 9216 Y4 b2 D3,
421 12+ 120 + 12 a 4063 54 54 54
a = —-— = —-— — _—— —_—
13 27648 ya1 D2 3, 14 15360 5 D1 5 D2 5 Ps,
11789+36 +36 +36 4 1/24
a = — —_— — — — — J— J— —_
15 64512 7 b1 7 b2 7 b3, 16 P1— P2 — P3,
473 128 14663 49 13717 12 473 n 54
= —— = - a = —— | — a = -_——-— —_— s
21 9590 35 D1, 22 9216 P1, 23 9216 P, 24 5120 5 b1
473 36 a a 128 a 343 49
a = - — g = —— —_ —_——
25 64512 7 b1, 26 = D1, 31 35 D2, 32 9216 b2,
1029 9 1029 n 54 343 36
= - Qa = — e Qa = —-— — — a =
ass 1024 D2, 34 1024 5 D2, 35 9216 7 D2, 36 — P2
1177 128 1177 L9 12947 12 3531 n 54
= - — — a = —_— Qa = —-—— a = —— _—
41 7560 35 Ps3, 42 3072 D3, Q43 97648 D3, Qqq 5120 5 D3,
20009 36
a = ——— - — a ==
45 21504 7 D3, 46 = P3

Esta familia nos permite determinar un sin ntmero de gradientes miméticos de

orden cuatro. Para obtener el gradiente dado por Castillo-Grone [1], las pruebas nos

conducen a que debemos seleccionar los parametros de la siguiente manera:

p1 = 473/9216, py =0, p3 = —1177/27648
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~

Al ser sustituidos y evaluados en las expresiones previas, se halla la matriz A, que

como se ha dicho no es la matriz A buscada.

1 loo63 2483 1103 2099  _ 697
9216 27648 3072 9216 13824
0 5203 8041 473 2365 473
1 1608 9216 1024 9216 9216
0 343 1029 1029 343 0
9216 1024 1024 9216
0 0 177 177 177 1177
27648 1024 1024 27648

Para conseguir la matriz A que aparece en Sp (2.4.2), se requiere la matriz de pesos
P. Como se ha mencionado no se puede obtener operadores discretos de orden k > 2

con el producto interno usual, pero si con el producto interno pesado.

~

Calculemos el vector A, cuyas componentes son los elementos de la matriz diagonal
P en las cuatro primeras y cuatro ultimas filas (k=4).
Para el calculo se usa, como fue realizado en los casos previos, el producto:

~ 1 R
A = —§Mwa

Donde M ,, es la matriz formada por las cuatro filas que se le eliminaron a M . En
consecuencia, M ,, es de orden 4 x 24. Naturalmente que el vector columna a esta

formado por los elementos de A la solucion del sistema reducido.

A continuacion presentamos a A y a P.

s 00 0

1152
R T . 0 3 0 0
:(ﬂ 473 343 m) p—
b
1152 384 384 1152 O O 343 O
384
O 0 0 1177

—_—~

Finalmente se obtiene a la auténtica matriz A, su célculo esta dado por: A = P—1
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_ 1152 10063 2483 3309 2099 _ 697
407 3256 9768 3256 3256 4884

11 17 5
0 5 % 3/8 ol 1/24

0 1/24 -2 2 —1/24 0

0o 0 1/24 -2 2 —1/24

Al sustituir esta matriz en (2.4.2) se obtiene un gradiente con modificacion sélo en

las dos primeras y dos tltimas filas.

- 1410572 130205663 % - % % - % 0 0 0 0 0 0

0 -4 iz 3/8 -2 1/24 0 0 0 0 0 0

0 1/24 -2 g —1/24 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1/24 -2 2 —1/24 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1/24 -2 2 —1/24 0 0 0 0 0

G(A) = % 0 0 0 0 1/24 -2 2 —1/24 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1/24 -2 2 —1/24 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1/24 -2 2 —1/24 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1/24 -2 2 —1/24 0

0 0 0 0 0 0 —1/24 = -3/8  —3f a 0

2.5. TEOREMA DE LA DIVERGENCIA
DISCRETA GENERALIZADA

En la seccion 2.2.1 se establecié que la ley de conservacion discreta, puede ser
expresada en términos del producto interno usual, mediante la ecuacion (2.2.11), el
miembro derecho de esta ecuacion contiene una matriz B de orden (N +2) x (N +1)
cuya forma es bastante elemental (2.2.12), puesto que el primer elemento es —1 y el

altimo 1, los demaés son nulos. Esta forma de B es natural a efectos de la discretizacion
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mimética, puesto que, garantiza la verificacion del teorema de la Divergencia Discreto.

Es decir, B recoge los requerimientos de conservacion global.

Sin embargo, como se demostro en (2.2.1) para operadores discretos de orden mayor
o igual a dos, no es posible construir operadores miméticos, si el producto interno
es el usual. Asi que, se introdujo el producto interno generalizado (o pesado si la
matriz de pesos es diagonal). Si usamos las definiciones (2.2.11 y 2.2.14 ) dadas en
los apartados 2.2.1 y 2.2.2 respectivamente, tenemos la siguiente version discreta del

Teorema de la Divergencia Generalizado:

P AN AN AN

D(v), f) +(G'(v), f) =(Bv,f (2.5.1)
Q P

Los objetos que aparecen ya nos son conocidos. No obstante, B para el producto
interno pesado, lamentablemente no toma la forma elemental que para el producto
interno usual. En lo que sigue se usara (2.5.1) para calcular la matriz B. Se observara

en cada uno de los resultados que esta matriz es simétrica centro inclinada.

De la ecuacion previa se desprende que B se puede calcular directamente usando la

expresion:

B =QD(v)+G'P (2.5.2)

La divergencia se ha aumentado en dos filas de ceros (primera y ultima) para hacer la
suma consistente, de igual forma se hace con la matriz (), para la misma la entrada en
la diagonal es un uno (puesto que es positiva definida). Recordemos que el gradiente
es (N 4 1) x (N +2), la divergencia aumentada D es (N +2) x (N + 1), al trasponer
a G obtendremos las dimensiones deseadas. También se ha afirmado que P y () son

matrices centro simétricas.

Los codigos en Maple de las operaciones efectuadas pueden ser observados en el

Apéndice C.
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2.5.1. Segundo Orden

Para calcular la matriz B asociada a los operadores discretos divergencia (D) y
gradiente (G) de segundo orden, naturalmente se requiere de las matrices que los

determinan completas y sus respectivas matrices de pesos ) y P.

Divergencia discreta mimética aumentada en dos filas y la matriz de pesos (), también

con las dimensiones adecuadas para que el producto esté definido:

0O 0 0 0 0 100000
-1 1 0 0 0 010000
R 0 -1 1 0 0 R 001000
hD = , Q=
0 0 -1 1 0 000100
0O 0 0 -1 1 000010
0O 0 0 0 0 000001

La h que acompana los operadores se ha colocado de esta manera para simplificar el

tamano de las matrices.

Operador gradiente y su respectiva matriz de pesos P:

-2 3 -2 0 0 0 20000
0 -1 1 0 0 0 02000
hG=1 0 0 -1 1 0 0, P=fL00100
0 0 0 -1 1 0 000720
o 0o o 5 328 0000 2

Finalmente al usar la formula (2.5.2), tenemos:
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el

=
00l

hB = (2.5.3)

o

o

o
I

el

Obsérvese que en efecto la matriz B es simétrica centro inclinada. Ademas coincide
con el resultado dado por Castillo y Yasuda en [19]. Las dimensiones son también

como se senalo.

2.5.2. Cuarto Orden

Para los operadores miméticos de orden cuatro, hagamos lo propio, que en el caso

anterior. Sin embargo, las dimensiones de las matrices se van haciendo incémodos.

Operador de divergencia discreto hD de cuarto orden aumentado en dos filas y sus

matriz de pesos () a la derecha. Para este caso se ha tomado N = 11:

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
10 0 0O 0 000 0 O O 0 O
_ 4751 909 6091 _ 1165 129 _ 25 o o o o o o
5102 1208 15576 02 2506 15576 649
0849 0o o o0 000 0 0 0 0 0
1 _9 9 _ 1
o 9 2 & o 0 0 0 0 0 0 0 14
oo M3 o 00000 0 0o 0o
1 9 9 1
0 5 -2 s -4 0 0 0 0 0 0 0 s
oo o I 0o o000 0 0 0 00
1 9 9 1
0 0 33 —% 8§ 21 0 0 0 0 0 0 551
oo o o 2looo o0 0o o 0o
1 9 9 1 h
0 0 0 L -2 2 — 0 0 0 0 0
24 8 8 24 00 0 0 0 100 0 0 0 0 0
1 _9 9 _ 1
0 0 0 0 & 2 2 & o0 0 0 0 , 00 0 0 0010 0 0 O 0 0
00 0 0 0 001 0 0O O 0 0
1 9 9 1
0 0 0 0 0 o -2 s -k 0 0 0 .
oo o0 o o0 00032 0 0o o0 o0
0 0 0 0 0 0 L -2 92 _ L 0 0 576
24 8 8 24 r
00 0 0 0 000 0 I 0o o0 0
0 0 0 0 0 0 0 L -2 2 - o 64
21 8 8 21
0o o o o o000 o0 o X o o0
0 0 0 0 0 0 0 0 L -2 2 L
24 8 8 24
00 0o 0o 0 000 0 o o 8o
o o o o o o 25 129 1165 _ 6091 909 4751 E
15576 ~ 2596 5192 1557 1298 5102
00 0 0 00000 0O O 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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De forma anéloga tenemos el gradiente hG y su matriz de pesos P:

1152 10063 2483 _ 3309 2099 _ 697
~°407 3256 9768 3256 3256 _4ssd 0 0 0 0 0 0
255 0 o 0 0000 0 0o o
0 _ 11 17 3 _ 5 1 0 0 0 0] 0 0 0
12 24 8 24 24
0o 413 o 0 0000 O 0o o
0 [ — [— 0 0 0 0 0 0 0 0 i
21 s 5 21
L 0 0 L 0 o 343 0 o000 o0 0o o0
0 0 = -3 2 - o 0 0 0 0 0 0 -
. . . L 0 0 L, . . . . . o o o HIToooo o o o
24 -8 8 24
0 0 0 0 1000 0 0 0
1 9 9 1
0 0 0 0 24 ~38 8 ~21 © 0 0 0 0 0 0 0 ©0 0100 0O ©0 0
}
1 _9 9 _1 0 0 0 0 0010 0O 0 0
0 0 0 0 0 34 2 2 & 0 0 0 0
L . o . 0 0 0 0 0001 0O 0 O
’ ’ ’ ’ ’ 0 24 s s Tm ° 0 0 0 0o o 0 0000417 o o
0 0 L 1152
0 0 0 0 0 0 o 1/24 -3 § -4 0 0 0 o o o cooo o 8 o
1 9 9 1 384
’ ’ ’ ’ 0 ’ ’ ’ R s X ¢ 0 0o o 0 0000 0O 0o 473
1 5 3 17 11 381
0 0 0 0 0 0 0 —21 21 ~—3 ~24 12 0
0 0 0 0 0000 O O O
697 _ 2099 3309 _ 2483 _ 10063 1152
0 0 0 0 0 0 O 4881 ~3256 3256 ~ 9768 ~ 3256 407

Para terminar, llegamos a que el resultado de las operaciones nos permite conseguir

la hermosa matriz B:

-1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
237364418 % 7% % 0 0 0 0 0 0 0 0
—4os B3 g2l 113 il g 0 0 0 0 0 0
% B 33% 2776348 % - % 1328524 0 0 0 0 0 0
R o 0 cwEw 0 0 0 00000
hB = 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 e 0 gl ST
0 0 0 0 0 0 —T5k31 2 1051 —T6Im oae 9916
0 0 0 0 0 0 0o il Ll 2L 523 1103
0 0 0 0 0 0 0 0 —26%5 Tosi —omi6 —oeis
0 0 0 0 0 O Toor 78 ddos —iesis ddos 3003
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
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2.6. OPERADOR LAPLACIANO DISCRETO

Una gran variedad de problemas reales se modelan mediante ecuaciones de segundo
orden, uno de cuyos componentes es el operador laplaciano. Para el caso continuo,
éste se define como la divergencia del gradiente, es decir, dado un campo escalar f, se

obtiene mediante el operador V (nabla) y a éste a su vez se le aplica la divergencia.

Lap=V -Vf (2.6.1)

En el caso discreto es bien sencillo, porque simplemente se debe efectuar un producto

matricial entre la divergencia y el gradiente.
Lap = DG (2.6.2)

Asi, en el caso unidimensional, usando los operadores divergencia y gardiente de orden

2-2-2, el operador laplaciano viene dado como se muestra a continuacion.

8/3 —4 4/3 0 0 0 0
o 1 -2 1 0 0 0
Lap=5 0 0 1 -2 1 0 0 (2.6.3)

o o0 o 1 -2 1 0

0 0 0 0 4/3 —4 8/3

En el caso de operadores de orden 4-4-4 (divergencia y gradiente), el operador

laplaciano viene dado como sigue:
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Operador Laplaciano

Lap =

[684144

-131368753  -3141579 31900123 -80675087 1917173 -161
264143 38036592 16905152 16905152 76073184 8452576 41536
-48 11789 -3015 1381 409 -499 0
407 9768 2442 1628 2442 9768
o -49 -725 389 1
288 238 576
o 1 -3 87 -365 87 -3
376 32 64 144 o4 32
1 -3 87 -365 87
0 0 v v - -
376 32 64 144 64
1 -3 87 -365
0 0 0 o — -
376 32 64 144
1 -3 87
0 0 0 0 —— - -
576 32 64
1 -3
0 0 0 0 0 R v
576 32
1
0 0 0 0 0 0 —
576
0 0 0 0 0 0 0
25
0 0 0 0 0

373824 41536

-lol 1917273
8452576

68

25

373824

365

m
.
64
-53

376

-499
9768

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
1
e 0 0 0 0
576
-3 1
- —_ 0 0 0
32 576
87 -3 1
— — — 0 0
04 32 376
-365 87 -3 1 0
144 64 32 576
389 =725 773 -19
0
288 288 376 376
409 1381 -5015 11789 -48
2442 1628 2442 9768 407
-80673087 31900123 -3141579 -131368753 684144
76073184 16905152 16905152 38036592 264143 |
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Capitulo 3

OPERADORES DIFERENCIALES
DISCRETOS MIMETICOS EN 2D

En este capitulo se usara una extension de la metodologia desarrollada por Montilla-
Cadenas-Castillo para calcular los operadores discretos miméticos DIVERGENCIA
y GRADIENTE en 2D con un orden de aproximacion 2-2-2y 4-4-4 para mallados

tensoriales uniformes.

3.1. Operadores Diferenciales Discretos Miméticos

de Segundo Orden en 2D

La celda genérica de un mallado intercalado tensorial uniforme tiene la siguiente

forma:
{i.j+1 (i +1/2, j+1) G +1, j+1)
@
Gi.j+172)@ * ® (+1.j+1/2)
(i+1/2 | j+1/2)
e —
(.0 (+172, (+1.D

Figura 3.1: Celda genérica



OPERADORES MIMETICOS EN 2D Segundo Orden

en donde cada uno de los puntos representa los nodos, sobre los cuales se calculara el
operador gradiente. Por otro lado, el asterisco hace referencia a la celda, lugar sobre

el cual se calculara el operador de divergencia.

3.1.1. Divergencia Mimética de Segundo Orden

A efectos de calcular el operador diferencial de divergencia discreto mimético en 2D
para un orden 2-2-2, es suficiente considerar un mallado tensorial uniforme cuadrado
con cinco celdas a lo largo del eje X y cinco celdas a lo largo del eje Y, ya que
este garantiza que el orden de aproximacion de los operadores es el deseado. Esto es,
siguiendo la metodologia de Montilla-Cadenas-Castillo, descrita en 2.2, el mallado en

referencia queda como se muestra a continuacion (ver figura 3.2).

Figura 3.2: Mallado genérico

Si F(z,y) = P(z,y)e; + Q(x,y)es es un campo vectorial en IR?, donde e; y eq son los

vectores candnicos.

La divergencia continua para F' es el escalar:
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Si V(xi,yj) = Vl(x,-,yﬂ%)el + ‘/Q(l'i_,'_%,yj)eQ es una aproximacion discreta de F,

entonces el analogo discreto de (3.1.1) es:

DV(xH;,yﬂé) =D, Vi <xi+;,yj+%) + D, Vs (xi+é,yj+%> (3.1.2)
Dmm($i+;;yj+é> = % ji=1,...,N
Yj+1 — Y5 .
Dy‘/z('xi"r%’yj-f—é) = jh—yj v J = 17"'7M

Ahora bien, un aspecto importante a considerar, a objeto de obtener el operador
matricial D en el plano cartesiano, es como hacer el recorrido sobre los nodos del
mallado, asumiendo que V; y V5 son funciones discretas nodales. Con el fin de
conseguir el objetivo planteado, es suficiente hacer en primer lugar un recorrido fila
a fila (de izquierda a derecha) de la malla para V; (componente de D a lo largo del
eje X) y columna a columna en la malla para V5 (componente de D a lo largo del
eje Y). Obsérvese la numeracion de nodos en la figura (3.3). De esta manera, las
funciones discretas V; y V5 quedan como se muestra a continuacion. Los primeros 30

corresponden a V) y los subsiguientes a V5.

i = ((1,3/2) (2,3/2)---(6,3/2) (1,5/2) (2,5/2)---(6,5/2) --- (1,11/2) (2,11/2)---(6,11/2))T (3.1.3)

Vo = ((3/2,1) (3/2,2)---(3/2,6) (5/2,1) (5/2,2)---(5/2,6)---(11/2,1) (11/2,2)---(11/2,6))T (3.1.4)

Es decir, las discretizaciones nodales de P y () respectivamente. Es claro que

Vi (i, J+ %) significa V; (xi, Y; +§) al igual que para V5. Es decir, la funciéon discreta

evaluada en el punto | z;,y;,1 |.
2

En consecuencia,

Vi
V= ( v ) (3.1.5)
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31 37 43 48 55

Figura 3.3: Recorrido de la divergencia

Es importante recordar que la divergencia tiene dominio en los nodos del mallado
(D : HN — HC), lo que quiere decir que ésta sera calculada sobre las celdas del

mallado, usando para ello los nodos del mismo.

De acuerdo con el mallado (ver figura 3.3) y el recorrido propuesto, D es una matriz
que tiene tantas filas como celdas posea la malla. Para el caso k = 2 harén falta
como minimo 25 celdas (5 x 5); en general, para M celdas a lo largo del eje X y
N celdas a lo largo del eje Y, hay NM filas en D. Respecto a las columnas de D,
estan determinadas por la funcion V', para el mallado descrito, V' tiene un rango de
60 elementos como se puede observar en las expresiones (3.1.3),(3.1.4) y (3.1.5). Por

lo tanto, D posee 60 columnas, es decir, D € IR**%,

En cuanto a la estructura de D, puede ser interpretada como una matriz en bloques.
Cada bloque constituye el calculo de la derivada discreta (Operador Diferencial
Discreto Mimético en 1D) en cada una de las filas (componente de D a lo largo

del eje X, D,) y columnas (componentes de D a lo largo del eje Y, D).
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Para el caso 2-2-2 (k = 2) y con el mallado minimo seleccionado, D posee cinco

bloques, tanto de D, como de D,. Los bloques D, toman la forma que sigue:

-1 1 0

|
—_
o O O

0
0 0

3.1.6

| 0 (3.1.6)
0 0
0 1

donde D, € IR>*S.

Estos cinco bloques D, aportan 30 columnas a la matriz D y naturalmente sus 25

filas. Las restantes columnas son aportadas por los bloques correspondientes a D,,.

No obstante, los bloques D, tienen una particularidad, estan caracterizados por el
recorrido propuesto y de acuerdo con la funcién V', tienen 25 filas y 6 columnas. Esto
hace que los bloques D, (aproximaciéon de la derivada para V3) tengan entradas no

nulas de acuerdo con ésta.

Los bloques seran identificados como Dy, , D,,, ..., D,,.

p,-(D, D. D, D, D, ) (3.1.7)
Si los elementos genéricos de los bloques D, con j = 1,...,5, son respectivamente
di;, di;, ... ,d;;; las entradas no nulas para cada uno de los D, son:

Entradas no nulas para el bloque D,,

d%,l =1 d%,z =1 d(15,2 =1 dfli,s =1
dh,s =—1 d%1,4 =1 d%6,4 =-1 d%6,5 =1

d%1,5 =-1 d§1,6 =1
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Segundo Orden

Entradas no nulas para el bloque D,,

d%,l =-1 d%z =1 d%z =-1 d?,z’, =1
d%2,3 =—1 d%2,4 =1 d%m =-1 d%775 =1
d%2,5 =-1 d%2,6 =1

Entradas no nulas para el bloque D,,

dg,l =—1 d§72 =1 dg,z =—1

dg73 — 1
d?3,3 =—1 d?3,4 =1 dzli8,4 —1 d?fs,5 =1

dg?,,s =-1 d§36 =1
Entradas no nulas para el bloque D,,

dil =-1 di,z - d3,2 =1 d3,3 =1
dil4,3 =—1 dzll4,4 =1 dilg,4 =—1 dzllg,5 =1

d34,5 =-1 d%4,6 =1

Entradas no nulas para el bloque D,

dg,l =1 dg,Q =1 d?oz =1 d?o,z’» =1
d?s,a = -1 d?5,4 =1 dgoA =1 dgo,5

5 _ 5
dyss=—1 dye=1
De acuerdo con lo anterior, D tiene una estructura en bloques

5x6
D, .
5x
DI

5x6 25%6 256 25% 6 25% 6 25x6
D3 o6 Dyy Dy, Dy, Dys Pys
D()X
5
D5X6
e

25X 60

como sigue:

(3.1.8)

Se puede observar que D, posee una estructura en bloques de dimensiéon 5 x 6

correspondientes a las componentes a lo largo del eje X, que son precisamente
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el operador diferencial de divergencia discreto mimético en 1D. En el caso de D,
puede observarse que su estructura también corresponde a bloques conformados por
los elementos del operador de divergencia unidimensional, con la salvedad que los
elementos se desplazan una posicién en las filas bloque a bloque, es decir, el elemento
que en el bloque D,, ocupa la posicién d(1,1), en el bloque D,, ocupa la posicién
d(2,1).

En general, las columnas de D se pueden determinar para un mallado tensorial
uniforme de M celdas a lo largo del eje X y N celdas a lo largo del eje Y con la
formula 2N M + 2N.

Algo interesante es notar la cantidad de elementos no nulos presentes en cada uno
de los operadores, comparar el resultado entre divergencia y gradiente, pero ademés
entre ellos mismos, a medida que el orden del operador aumenta. En el caso de la
divergencia de orden 2, mostrada anteriormente, la cantidad de elementos no nulos

es de 100, representando un 6,66 % del total de elementos.

Férmulas de Aproximacion de la Derivada

Al aplicar los operadores miméticos con intenciéon de obtener una aproximacion de
la derivada, es posible conseguir féormulas que hacen sencillo el célculo de dicha
aproximacion, bien sea en una celda o en un nodo del mallado en consideracion,

para la divergencia o el gradiente respectivamente.

A continuacion se muestra la formula de aproximacion de la derivada dado el operador
de divergencia mimética bidimensional de orden k = 2. En adelante se considerara
un mallado tensorial de tamano N x M, en donde N y M representan el niimero de

celdas del mallado a lo largo de los ejes coordenados X e Y respectivamente.

D(xﬁé,yﬁé):(i"—(i—l)")h;‘1+(j"—(j—l)”)hz_l i=1,...,N y j=1,....M
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3.1.2. Gradiente Mimético de Segundo Orden

El calculo del Operador Diferencial Mimético Gradiente en dos dimensiones,
fundamentado en su andlogo unidimensional, se puede obtener, escogiendo un
recorrido adecuado para la celdas del mallado (ver figura 3.4), elementos que seran
usados a efectos de la aproximacion; ademas, se deben incorporar los nodos frontera,

tanto en la direccién horizontal como vertical.

Figura 3.4: Recorrido del gradiente

Dimensién del Operador Diferencial Discreto Mimético en 2D

La dimension del gradiente mimético discreto en 2D, depende naturalmente, al igual
que la divergencia, de su correspondiente unidimensional; es decir, para un operador
con orden de aproximacion k en todo el mallado y a objeto de evitar solapamiento,

el niimero de celdas minimo N, debe ser mayor o igual a 3k — 1 (N > 3k — 1).

Para que el operador preserve el orden a lo largo de la componente en el eje X y la
componente en el eje Y, es suficiente considerar un mallado cuadrado, que en el caso

k =2 se vio que es de 5 x 5. Este mallado puede observarse en la figura 3.2 .

Si consideramos el campo escalar continuo z = f(z,y) con discretizacion celda-valuada
f. Para el mallado anterior, el rango de f es un vector columna en IR**! como se

describe a continuacion:
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£f= ((3/2,3/2) (5/2,3/2)---(11/2,3/2) (3/2,5/2) - - (9/2,11/2) (11/2,11/2)-- - (11/2,6))T (3.1.9)

Puesto que el gradiente debe ser calculado en los nodos frontera con aproximacion de
la derivada hacia adelante (frontera izquierda e inferior) y aproximacion de la derivada
hacia atras (frontera derecha y superior), f debe ser extendida para incorporarsele

estos nodos, de tal forma que f e R¥¥1,

f= ((3/2,1) (5/2,1)---(11/2,1) (1,3/2) (3/2,3/2) - -- (6,11/2) (3/2,6).--(11/2,6))T (3.1.10)

Para estructurar f y /f\, se ha seguido un recorrido en el mallado de izquierda a derecha

y fila a fila, comenzando en los nodos de la frontera inferior para f (ver figura 3.4).

Como el gradiente continuo es: Vf = fye; + fyea, su analogo discreto seré definido

COIMo:

~ ~

Gf = f,e1 + £ e (3.1.11)

Luego f determina las columnas para G. Para el caso k = 2 se tienen 45 columnas.

El nimero de filas de G se corresponde con los nodos en donde éste debe ser calculado.

Para k = 2 estos nodos son 60; es decir, G € IR*45,

En general, si el mallado es rectangular, con M celdas a lo largo del eje X y N celdas
a lo largo del eje Y, el gradiente es de dimension: (2NM +N+M)x (NM+2N +2M)

(formula centrada con orden de aproximacion k = 2).

El operador gradiente mimético bidimensional mostraréd una estructura en bloques,

donde la componente en X estd dada por el gradiente unidimensional 2-2-2 en 1D,
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es decir:

0 O
0 0
0 0
(3.1.12)
0 0
1 0
-3 %

6x7

Dada la dificultad de presentar los bloques matriciales correspondientes a la

componente a lo largo del eje Y, s6lo se presentaran las entradas no nulas de cada uno

de dichos bloques G, con j = 1,...,5. Ademas, para efectos de programar y hacer

los célculos, es suficiente proporcionar esta informacion (ver Apéndice E).

Entradas no nulas para el bloque G,

1 _ 8 1 1 1
911~ —3 g7 = 3 9114 = —3
1 1 1
9214 = 1 9314 = —1 93901 = 1
1 1 1
G198 = 1 598 = -1 95,35 = 1
1 1 _ 8
96,35 = 3 96,41 = 3

Entradas no nulas para el bloque G,,

9%,2 = —% 9%,8 =3 9%,15 = _%
9%,15 =1 93,15 =-1 93%,22 =1
92,29 =1 9%,29 =1 9%,36 =1
9623,36 =3 9%,42 = %
78

9%,7 = -1
941,21 = -1
9%,28 = %
95,8 = -1
92,22 = -1
93,29 = %
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Entradas no nulas para el bloque G,

9?,3 = —% gig =3 9?,16 = _% 93,9 = -1
93,16 =1 93,16 =-1 93?,23 =1 92723 = -1
92’,30 =1 9?,30 =1 g§,37 =1 93,30 = %
92,37 =3 92,43 = %
Entradas no nulas para el bloque G,,
gf4 = —% 911,10 =3 gfl? = _% 93,10 = -1
931,17 =1 93,17 = -1 9§,24 =1 93,24 =-1
93,31 =1 9§,31 =-1 9?,38 =1 93,31 = %
93,38 =-3 9?5,44 = %
Entradas no nulas para el bloque G,
9?,5 = —% 9?,11 =3 9?,18 = _% 93,11 =—1
93,18 =1 9§,18 =-1 93,25 =1 92,25 =-—1
92,32 =1 92,32 =-1 9?,39 =1 92,32 = %
92,39 =-3 92,45 = %

Asi, la estructura del operador diferencial discreto mimético gradiente en 2D es la

que se muestra a continuacion:

OG><5 g;ix7
ggx7
ggx?
ggx?

6x7 6x5
G= g " O (3.1.13)
gjé:x45
g§3X45
g§4><45

6x45
Yy,

60x45
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en donde O%%5 es una matriz nula de dimensiéon 6 x 5.

En el caso del operador gradiente de orden 2 mostrado anteriormente, el nimero de

elementos no nulos es de 140, representando un 5,18 % del total de 2700 elementos.

Foérmulas de Aproximacion de la Derivada

A continuacién se muestran las féormulas de aproximacion de la derivada dado el
operador gradiente mimético bidimencional de orden & = 2, tanto en el interior del

mallado como en la frontera.

Nodos Interiores

IR 3\ " 1
gm<xi,yj+;>: (i—i) —(i—i) Rl o, i=2... N y j=1,....M
AL R AN W . .
gy xi+%7yj = (]7§> 7(]7§> hy ; i=1L...,N y j=2,....M

+
@ X @ X X
'® o e e o |
X O XO@XOXO®X®
e | o o o o |
®XOX OXO®X O X®
—C o?o?o?.—
DO
Ll?. e

Figura 3.5: Nodos Interiores
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Nodos de Frontera Izquierda

3 —3n-1 _
Qm($17yj+§>=( o )hg_l ;o j=1,....M

En la figura 3.6 se muestran en color rojo los nodos a que hace referencia la férmula

anterior.

i bxbxexdx e
FEILILIENL,
ZEELELILX:

Figura 3.6: Nodos Frontera Izquierda

Nodos de Frontera Derecha

1 3\ " I\~ 8 )
gI<$N+17yj+é): <3(N_2) _S(N_§) +3N71>h2_1 ) ]:177M

En la figura 3.7 se muestran en color rojo los nodos a que hace referencia la féormula

anterior.

L @ @
63X oxexpxdxs
— L & L ®—
.X‘x.x.x‘x.
—& @ @ L 4 &
® X ® X ® X ® X ® X ©®
— & ® L 9
.xlx?x.x?x.
—@ .+. L —
X X X X+X
?. .?. .J
Figura 3.7: Nodos Frontera Derecha
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Nodos de Frontera Inferior
331\ - _
gy($i+;7y1>=( o )hy Ly i=1,...,N

En la figura 3.8 se muestran en color rojo los nodos a que hace referencia la férmula

anterior.

SEICOTILEE.

A S R R S

EETITIX
X9 xOx9x >

Z
)
Q.
o
0

Frontera Inferior

Qo

Figura 3.

Nodos de Frontera Superior

Qy<x¢+;,y1w+1) = (;(M— g)n—3<M_ %)n—F%Mn

En la figura 3.9 se muestran en color rojo los nodos a que hace referencia la férmula

-1 . A
hy ;o i=1,...,N

N——

anterior.

IEICITTIIR.
FEILIEIERX,
LH IO,

Figura 3.9: Nodos Frontera Superior
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3.1.3. Operador de Frontera

El célculo de el operador de frontera B, que se debe obtener para ser usado en la
discretizacion a objeto de que se satisfaga el teorema de la divergencia generalizada
((ﬁ(v), /f:)Q—l— (GY(v), ?)p = (Bv, A)) es analogo al caso unidimensional (ver Apéndice
I). Puesto que no es posible mostrar dicho operador explisitamente dada la dimension

del mismo (45 x 60), a continuacion se presentara solo su estructura:

3.1.4. Operador Laplaciano

Como ya se mencion6 en el caso unidimensional, el calculo del operador laplaciano
discreto es muy sencillo, ya que s6lo es necesario efectuar el producto matricial entre la
divergencia y el gradiente. Los resultados de dicha operacién pueden verse con detalle
ejecutando el codigo en Matlab (ver Apéndice I) dada la imposibilidad de presentarlos
aqui por su dimension (25 x45); sin embargo, a continuacion se mostrara la estructura

del mismo:
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3.2. Operadores Diferenciales Discretos Miméticos

de Cuarto Orden en 2D

3.2.1. Divergencia Mimética de Cuarto Orden

Anélogo a como se hizo para obtener el operador diferencial divergencia mimético
de segundo orden en 2D, a efectos de calcular el operador de divergencia discreto
mimético de orden 4-4-4 en 2D, es suficiente considerar un mallado tensorial uniforme
cuadrado con once celdas a lo largo del eje X y once celdas a lo largo del eje Y. Ya
antes se mencion6é que es suficiente con cumplir con la condiciéon N > 3k — 1, asi,
el mallado minimo a utilizar, tal que se satisfagan las condiciones de orden deseadas

tiene dimensién N x N.

Para este caso (4-4-4) y con el mallado minimo seleccionado (11 x 11), D posee once

bloques tanto de D, como de D,. Los bloques D, toman la forma que sigue:

- % %998 165059716 - % 2152996 - % 0 0 0 0 0 0
%5 -2 2 -5 0 0 0 0 0 0 0 0
0 = -2 2 -3 0 0 0 0 0 0
0 0 %Z A,% g 75% 0 0 0 0 0 0
0 0 0 oy -2 2 - 0 0 0 0 0
I)x _ _1_ 0 0 0 0 25 -2 2 - 0 0 0 0
hy 0 0 0 0 0 = -2 2 -4 0 0 0
0 0 0 0 0 0 o -2 2 -5 0 0
0 0 0 0 0 0 0 = -2 2 - 0
0 0 0 0 0 0 0 0 i -2 2 -5
0 0 0 0 0 0 Tirs 3566 tios  —1hhrc 1368 i1

donde D, € R 12

Estos once bloques D, aportan 132 columnas a la matriz D y naturalmente sus 121
filas. Las restantes columnas son aportadas por los bloques correspondientes a D,), asi

121x132
D, € IR~

Los bloques D, tienen entradas no nulas como se muestra a continuacion:
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Entradas no nulas para el bloque D,

dl 4751 1 _ 909
1,1 5192 1,2 7 1298
dl _ 25 1 _ 1
1,6 — 7 1576 12,1 = 24
1 _ 1 1 _ 9
d23,2 — 2 d233 - _§
9
d344 ) d345 - 8
1
d456_8 d457__ﬂ
1 1
d56,8 - 24 d676 - 24
1 1 1 _ 9
d78,7 — 2 d78,8 - _§
1 9
d89,9 - 78 d89 10 — 8
1 9 1
d100,11 - 3 leO 12 — ~ 21
d _ 6091
111,10 — ~ 15576

Entradas no nulas para el bloque D,,

d%,l =~
d3 6 1§?6
d242 24
d35 4= %
d46,6 =3
d578 = i
d$9,7 = i
dgo,g = —%
d%01,11 = %

d3, = %
d13 1= 24
d243 = _%
d355 = g
d46 7= _i
d68 6 — L4
dgg,s = _%
d£2)0,10 = %
d%m,m 214
d%lQ,lO = 165059716

1 __ 6091 1 _ 1165 1 129
1,3 7 15576 1,4 = 75192 1,5 7 2596
d122 % d123—g d124——i
d23,4 = % d23,5 = _i d34,3 = 21_4
d34 6 i di5,4 = i d}m 5 _%
d565_24 d566_ % d567_8
d677 = % d67,8 = % d679 - i
d78,9 = % d%s 10 — _i d89,8 = 21_4
d89 1= i d1009 214 d1oo 10— 738
d111 7= 1525576 d111 8 = % d111 9 = 583
d 909 g1 4751
111, 1 — T 1208 111,12 — 5192
By— 3 Bo--HE B, -
d132—_§ d133—9 d134— i
d244—8 d245—_i d353—24
d356:_i d464_24 d465_ %
d575_24 d576__% d577_8
d687__§ d688_ d689—_i
d799—8 d7910—_i dgos— 24
d90,11 = —ﬁ d101 9 — 214 d101 10— 78
d112 7T 1525576 d112,8 = _% d1129 = 583
d2 — _ 909 d __ 4751
112,11 1298 112,12 — 5192
85
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Entradas no nulas para el bloque D,,

43 4751 3 909
3,1 5192 3,2 7 1298
3 25 3 1

d36 1576 d14,1 24
d25 2 = d25 3= §
d36 A4~ 73 d36 5 g

3 _ 9 _1
d47,6 ) d477 - T
3 1 3 _ 1

d58,8 - T d69,6 — 2
3 1 3 9
d80,7 — 21 dso,s )
3 9 3 _9

d91,9 ) d91 10 — 8
3 9 3 _ 1

d102,11 -3 d102,12 - T

43 6091
113,10 — ~ 15576

Entradas no nulas para el bloque D,,

di,l =~
di 1§?6
d262 24
d374 = %
d486 = 8
dgg,s = i
d§1,7 = i
d32,9 = —%

d%03,11 = %

diy = %
d15 1= 24
d263 = _%
d375 = g
d48 7= _i
d70 6 — L4
d§1,8 = _%
dgzm = %
d%03,12 = _i
di‘14,10 165059716

3 6091
3,3 7 15576
3
d14 2 — 78§
3 9
dys g =3
3 1
d36,6 - T o1
3 1
d58,5 — 21
3 9
d6977 )
3 9
d80,9 )
1
d91 11 — ~ 22
d3 25
113,7 = 15576
43 909
113,11 — ~ 1298
4 __ 6091
d 15576
9
d15 2 — _g
d264 - 8
1
d376 - ﬂ
d595 - 24
9
dio7 = —g
dSl 9 — 8
1
d92 11 — 24
25
d1147 15576
d4 __ 909
114,11 — 1298
86

3 1165 3 _ 129
3,4 — 7 5102 3,5 7 2596
9 1
d143—8 d144——ﬂ
_ 1 _ 1
d25,5 = T d36,3 = 21
3 _ 1 3 _ 9
dyz4 = 31 dyzs = —3
9 3 _ 9
d586 = _§ d58,7 -3
3 1
d698 = d69,9 Y
_ 1 3 _ 1
dso 10— ~ 24 d91,8 = 21
1
d102 9~ 24 d102 10— 78§
129 1165
d113 8 — 7 2596 d113 9 7 5192
3 __ 4751
113,12 — 5192
4 1165 4 129
d 5192 d ~ 2596
9 1
d15 3 = d154 - ﬂ
1
d265—_ﬂ d373— 24
9
d484 - 24 d48 5 78
9
d596—_§ d597—g
1
d708 = d70 9 — _ﬂ
1
d81 10 — T 24 d928_ 24
1
d103 9~ 27 d103 10— — 8
_ 129 __ 1165
d1148 — 72596 d1149 5192
d __ 4751
114,12 — 5192
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Entradas no nulas para el bloque D,,

A8 4751 5 909
5,1 5192 5,2 7 1298
5 _ 25 5 1

ds ¢ = 1576 di) = 5
d272 d273 §

9
d38 A4~ 73 d38 5 g
_ 9 1
d49,6 ) d497 - T2
5 1 5 1

d60,8 - T d71,6 — 2
5 1 9
d82,7 — 21 d828 - _§
5 9

d93,9 ) d93 10 — 8
5 9 1

d104,11 -3 d104 12 — ~ 21

A2 _ 6091
115,10 — ~ 15576

Entradas no nulas para el bloque D,

dg,l = — 5
di é?@
d282 24
d39 4= %
d506 - 8
dgl,s = _i
dg3,7 = i
d94,9 = —%
d?05,11 = %

dg, = %
d17 1 — 24
d283 - _%
d395 - 8
d50 7T _i
d72 6 — 24
d83 8 _%
dg4,10 = %
d?05,12 = _i
dﬁ 6091
116,10 — ~ 15576

5 __ 6091 5 __ _ 1165 5 129
5,3 7 15576 54 — 7 5102 5,5 7 2596
9 1
d162 ) d163_8 d164__ﬂ
_ 9 1 _ 1
d27,4 =3 d275 = T d38,3 = 21
1 _ 1 5 _ 9
d3s6 = —34 d3o4 = 55 digs = —5
-1 _9 5 9
d60,5 Y d606 - 8 d60,7 )
9 5 _ 1
d?l 7 ) d?l 8 — d71,9 - T2
_ 9 _ 1 5 _ 1
d82,9 =3 d82 10— ~ 24 d93,8 = 21
1 1
d93 1 — DYt d104 9 — 21 d104 10 — _§
d5 25 d 129 d __ 1165
115,7 = 15576 1158 — ~ 2596 115,9 — 5192
d5 909 d __ 4751
115,11 — ~ 1208 115,12 — 5192
6 __ 6091 6 _ 1165 6 __ 129
d 15576 d T 5102 d 2596
9 9 1
d172__§ d173_ d174_ T 24
1
d284_8 d285__ﬂ d393_24
1 9
d396 - T d504 - 24 d505 - 78
9
d615_24 d616__§ d617_8
9 1
397 = —% d%ys = § d729—_ﬂ
1
d839_8 d8310__ﬂ d948_ 24
6 _ 1 6 _ 1
d94,11 - T 1 d105,9 - 24 d105 10 — )
dG _ 25 d6 _ 129 d __ 1165
116,7 = 15576 116,8 — 2596 116,9 — 5192
8 _ 909 8 __ 4751
116,11 — 1298 116,12 — 5192
87
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Entradas no nulas para el bloque D,,

7 4751 7 909
7,1 5192 72 7 1298
7 _ 25 7 _ 1

drg = 1576 dig) = 5
d29 2 — d29 3 — §

9
d40 A4~ 73 d40 5 g
7 _ 9 7o _ 1
d51,6 — 3 d51,7 - T
7 1 7 _ 1

d62,8 - T d73,6 — 2
7 1 7 9
d84,7 Y d84,8 - 73
7 _ 9 7 _9

d95,9 ) d95 10 — 8§

7 9 7 _ 1

d106,11 -3 d106,12 - T

d7 _ 6091
117,10 — 7 15576

Entradas no nulas para el bloque D,

d%,l = i
dig é?@
d30 2 — 24
d41 A= %
d52 6 - 8
dgs,s = _i
d§5,7 - i
dSG,Q = —%
d§07,11 = %

d3, = %
d19 1= 24
d303 = _%
d41 5 = g
d52 7= _i
d746 - 24
d85 8 — _%
dSG,IO = %
d?m,m = _i
B 6091
118,10 "~ 15576

7 __ 6091 7 _ 1165 7 129
7,3 7 15576 74 — 7 5192 7,5 T 2596
9 1
d182 ) d183_8 d184__ﬂ
_9 _ 1 _ 1
d29,4 ) d29,5 - T 9 d40,3 — 94
7T 1 7 1 7T 9
dios = ~21 514 = 53 dg15 = —3
7 1 7T _ 9 7 _ 9
d62,5 DY) d626 - 8 d62,7 -3
7 _ 9 7T 1
d73,7 ) d73 8 — d73,9 - T 9
7 _ 9 _ 1 7 _ 1
d84,9 ) d84 10 — ~ 24 d95,8 — 924
1 1
d95 11 — ~ 22 d106 9~ 24 d106 10— 78§
d7 _ 25 d7 129 g7 __ 1165
117,7 = 15576 117,8 — ~ 2596 117,9 — 5192
d7 909 g7 __ 4751
117,11 — ~ 1208 117,12 — 5192
8 __ 6091 ] 1165 8 __ 129
d 15576 d 5192 d 2596
9 9 1
d192—_§ d193— d194_ T 24
1
d304_8 d305__ﬂ d413_24
1 9
d416_ Y d524—24 d525— )
9
d635_24 d636—_§ d637_8
9 1
A3y 7 = —3 A3y 8= 3 39 = —3;
1
dssg—g d8510—_ﬂ d968_24
] _ 1 S _ 1
d97,11 - T d107,9 — d107 10— — 8
8 _ 25 a8 — 129 __ 1165
118,7 = 15576 118,8 = 2596 118,9 — 5192
8 __ 909 3 __ 4751
118,11 — 1298 118,12 — 5192
88
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Entradas no nulas para el bloque D,

d9 __ 4751 9 __ 909
9,1 — 5192 9,2 7 1298
9 _ 925 9 1

dy g = 1576 dy1 = 33

9
d31 2 d31 3 §
9
d42 4 ) d42 5 - 8
9 __ 9 _ _ 1
d53,6 - 8 d53 T 24
9 1 9 1

d64,8 - 24 d75,6 - 21
9 1 9 _ 9
dss7 = o5 dsss = —3
9 9 9 _ 9

dyr;9 = —3% dy710 = 3
9 9 9 _ 1

d108,11 - § d108,12 - _ﬂ

dg _ 6091
119,10 = ~ 15576

Entradas no nulas para el bloque D

le 1= _% d102 = 320998
leﬁz_% d211—24
d322 = 24 d323 —%
d434 % d435 = 8
d546_8 d547—_i
d658—_i d766:i
d877_ 24 d878__%
d989__§ dgst%
d10911 = % d109 12 = i
410 — _ 6091
120,10 — ~ 15576

9 __ 6091

9 __ 1165 9 __ 129
9,3 7 15576 9,4 — 5192 9,5 7 2596
9 9 9 _ 1
d20 2~ 78 d20 3 8 d20,4 - T 2
_ 9 _ 1 9 _ 1
d31,4 =3 d31,5 = T d42,3 — 2
9 _ 1 9 _ 1 9 _ 9
disg = —3; ds34 = 35 dss5 = —3
9 1 _ _9 9 _ 9
d64,5 - 24 d64 6 — 8 d64,7 - 8
9 _ 9 9 _ 9 9 _ 1
d7577 = 73 d75,8 -3 d75,9 Y
9 _ 9 9 _ 1 9 _ 1
d86,9 =3 dsa 10— ~ 24 d97,8 = 21
1 1 9 _ 9
d98 1 — DYt d108 9 24 d108,10 — 78
d9 _ 25 d 129 d __ 1165
119,7 = 15576 119,8 — 7 2596 119,9 — 5192
d 909 d __ 4751
119, 11 — T 1298 119,12 — 5192
Y10
__ 6091 _ 1165 __ 129
dlo 3 7 15576 dlD 4 — 5192 dlo 5 7 2596
9 1
d21 2 T _§ d21 3 d21 4 T 24
1 1
d324_g d325__ﬂ d433_24
1 9
d436_ ﬂ d544_ 24 d545__§
9
d655_ d656__§ d657_8
9 1
d767—_§ d768_ d769_ ﬂ
9 1
d879_§ d8710__ﬂ d988_ 24
1 1 9
d99 11 — Y d109 9 T 24 d109 10 — )
_25 _ 129 __ 1165
d120 7 — 15576 d120 ,8 7 7 2596 d120 9 — 5192
d 909 d __ 4751
120, 1 — 1298 120,12 — 5192
89
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Entradas no nulas para el bloque D,

d __ 4751 d _ 909 11 __ 6091 d _ 1165 11 _ 129
11,1 — 5192 11,2 — 1298 11,3 = 15576 11,4 — 5192 11,5 = 2596
_ 25 9 1
dll 6 — T 1576 d22 1= 24 d22 2 — ) d22 3 d22 4 — T 24
11 1 1 _ 9 _i
33,2 — 24 33,3 — 8 d334_8 d335_ 24 d443_24
9 1 9
d444 ) d445_ d446__ﬂ d554_ 24 d555__§
1 9
d556— d557—_ﬂ d665 24 d666—_§ d667_ ]
1 1 9 1
d668—_ﬂ dite = 51 d777——§ dits = 3 d779__ﬁ
9 _ 1
d88 7 24 d888 ) d88 9 — 8 d88 10 — ~ 24 d99 8 — 24
_ 9 _ 9 11 _ 1 1 9
d999 ) d99,10 ) leO 11 — 24 d1109 24 dllO 10 — _§
9 1 _ 25 _ 129 __ 1165
d110 11 — § dllO 12 = 24 d121 7~ 15576 d121 8 T 2596 d121 9 — 5192
d _ 6091 d _ 909 d __ 4751
121,10 — = 15576 121,11 — ~ 1298 121,12 — 5192

Al igual como se hizo para los operadores de orden 2, veamos el porcentaje de
elementos no nulos presente. En este caso, el Operador de Divergencia de orden 4
posee un total de 31944 elementos, de los cuales un 3,30 %, es decir, 1056 elementos,
son no nulos. Notese que en relacion al Operador de Divergencia de orden 2, el nimero

de elementos porcentualmente ha disminuido casi a la mitad.

Foérmulas de Aproximacion de la Derivada

A continuacién se muestran las formulas de aproximacion de la derivada dado el

operador de divergencia mimética bidimensional de orden k = 4.

Celdas interiores

oo ©

1 . 9 . M 1 —1
D($i+§’yj+é): D" =g+ 2+ 1) = (i 42)" Jhe ™+

1 9
+ 24(.7 ) "3

coni=1,... N-2yj=1,...,M—2.

9 . n 1 n—1
U+ D" = (G +2)" |hy

En la figura 3.10 se muestran enmarcadas en color rojo el conjunto de celdas

denominadas celdas interiores a que hace referencia la formula anterior.
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Figura 3.10: Celdas Interiores

Celdas de Frontera Izquierda No-Mixta

909 6091 1165 129 25
D . o — 27L _ 3n 471, _ 5n hn—l
(xi’yﬁ%) <1298 + 15576 5102° T 2506 15576 ) et

1 - n 9n 9 . n 1 . n n—1
+<24(J—1) g/ U+ =5 +2) )hy

conj=1,...,M —2.

En la figura 3.11 se muestran enmarcadas en color rojo el conjunto de celdas a que
hace referencia la formula anterior. Es necesario aclarar que se les denomina celdas

de frontera no mixta dado que son frontera sélo con respecto a un eje coordenado(ver
figura 3.11).

® L

$3exex e
@ L ®—
® X ® X0 X @
& & ®—
o X @ X ® X ®
e e 8 o |
? X ® x ® X @®
+ @ @ ®

X X X X
& @ ? L ? .J

Figura 3.11: Celdas Frontera Izquierda No-Mixta
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Celdas de Frontera Derecha No-Mixta

25 129 1165 6091 909 4751
D Y = ——(N-5)"——— (N—-4)"+—— (N=3)"——— (N=2)"——— (N—=1)"4+——N" | h2 "1
(mN% yﬁ%) (15576( )" 2506 NV H 510 V3" ~ 55 V"~ g VD" 5103 ) z F

1 9 9 1
(24(J ) 78] +8(]+ ) *24(J+ ) > y

conj=1,...,M —2.

En la figura 3.12 se muestran enmarcadas en color rojo el conjunto de celdas a que

hace referencia la férmula anterior.

bX % b x
L
FLELX

Figura 3.12: Celdas Frontera Derecha No-Mixta

Celdas de Frontera Inferior No-Mixta

1 . n 9'n 9 - n 1 - n n—
D(»’Uﬁé’y%) = (24(@—1) -3 +§(H‘1) — 57112 )hz "+

909 6091 1165 129 25
on _ R 4 — 5T hn—l
(1298 + 15576 5192 * 2596 15576 ) Y

coni=1,...,N —2.

En la figura 3.13 se muestran enmarcadas en color rojo el conjunto de celdas a que

hace referencia la férmula anterior.
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F

e e e

bxoxexenx

@
b
L
@
x
@

.

L
»
@

L

o x

L
*@® x @ =

.

Figura 3.13: Celdas Frontera Inferior No-Mixta

Celdas de Frontera Superior No-Mixta

1. 9. 9 . 1. -1
D(xi+%,yM+%) = ((Zl)n _ §1n+ g(z+1)”7 M(z+2)”>h: =+

24
25 129 1165 6091 909 4751
S M =-5)"— — (M —-4)"+ —(M—-3)"— ———(M—-2)"— — (M —-1)"+ ——M" |h*!
+<15576( ) 2596( )+5192( ) 15576( ) 1298( )+5192 )y

cont=1,...,N —2.

En la figura 3.14 se muestran enmarcadas en color rojo el conjunto de celdas a que

hace referencia la formula anterior.

X X X
—& & @ L 8
® X ® X ® X ® X ® X @®
— @ ® @ ®—
.X.X?X.x.x.
—& .+. @ ®—
X X X X X
Ll?. .?.?

Figura 3.14: Celdas Frontera Superior No-Mixta
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Celdas de Frontera Mixta

909 6091 1165 129 25
D , === 4 o 9gn_ “"P¥gn . %Y yn %Y gnpn-1
(I% y%) (1298 * 15576 5192° | 2596 15576 ) =t

909 . 6091, 1165, 129 . 25 ),
1298 ' 15576 5192 2596 15576 ¥

909 6091 1165 129 25
D<xg’yM+é):< 4 9n _ g4 =27 yn _ 5")]’1,;7'1-{-

1298 ' 15576 5192 2596 15576
25 129 1165 6091 909 4751
—— (M- = (M-=-3)"+ —(M-2)" — —— (M —-1)"— —M" "+ —(M+1)" |an!
+<15576( )"~ 2596 ST )"~ 15576 )"~ Mt s MY ) Y

25 129 1165 6091 909 4751
D , = ——(N-4)"—— (N-3)"+—— (N-2)"——— (N—1)"— ——N"4 —— (N+1)" | A2 14
(mN+% y%) (15576( )"~ o506 NV T H 5p V2 T (VD T g 5102 N Y ) @

909 6091 ., 1165,, 129 ., 25 .\,.
1298 ' 15576 5192 2596 15576 v

25 129 1165 6091 909 4751
D(mN+%,yM+%> = ((N—4)n_(N_3)n+(N_2)" (N—1)" Nn+(N+1)n>h;—1+

15576 2596 5192 15576 1298 5192
25 129 1165 6091 909 4751
M — 4)" — M — 3) M —2)" — M —1)" — M™ M 1)" hnfl
+<15576( ) 2596( ¥ 5192( ) 15576( ) 1298 + 5192( 1) ) Y

En la figura 3.15 se muestran enmarcadas en color rojo el conjunto de celdas a que

hacen referencia las férmulas anteriores.

Figura 3.15: Celdas Frontera Mixta
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3.2.2. Gradiente Mimético de Cuarto Orden

De forma analoga a como se hizo para obtener el operador diferencial gradiente
mimético de segundo orden en 2D, a efectos de calcular el operador diferencial
gradiente mimético de orden 4-4-4 en 2D, es suficiente considerar un mallado tensorial

uniforme cuadrado con once celdas a lo largo del eje X y once celdas a lo largo del
eje Y (N >3k —1).

Con el mallado minimo seleccionado (11 x 11), G posee once bloques tanto de G, como
de G, siguiendo una estructura analoga a la presentada en (3.1.13). Los bloques G,
coinciden con el operador gradiente mimético de orden 4-4-4 en 1D. Su estructura se

muestra a continuacion:

*% 130205663 % % % % 0 0 0 0 0 0 0
0 -4 iz 3/8 -2 1/24 0 0 0 0 0 0 0
0 1/24 -2 2 —1/24 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1/24 -2 2 —1/24 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1/24 -2 2 —1/24 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 1/24 -2 2 —1/24 0 0 0 0 0
o= o 9
0 0 0 0 0 1/24 -2 2 —1/24 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1/24 -2 2 —1/24 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1/24 -2 2 —1/24 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1/24 -2 g —1/24 0
0 0 0 0 0 0 0 —1/24 = —3/8 -3 o 0

Nuevamente, dada la dificultad de escribir los bloques del operador Gagsxies,

G,?*19%) al igual que se hizo para el operador

correspondientes a la componente en Y (
de orden 2-2-2, s6lo se mostraran los elementos no nulos pertenecientes a cada uno

delosgyj con j=1...11.

A continuaciéon se muestran los elementos no nulos correspondientes a cada uno de

los bloques que conforman G, (G,,,j = 1,...,11). Todos los célculos que se han
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presentado y los que estéan por presentarse a continuacion pueden verse con mas detalle
en el Apéndice E. Ademas, podra observarse claramente la estructura de cada uno
de los operadores descritos, mediante una implementacién computacional en MatLab

7.0 que permite obtener los operadores de orden k£ =2 y k = 4 para un N cualquiera
(N >3k —1).

Entradas no nulas para el bloque G,

1 1152 1 _ 10063 1 _ 2483 1 _ 3309
911 = ~ o7 1,13 = 3256 91,26 = 9768 91,39 = T 3256
1 _ 2099 1 _ 697 1 11 1 _ 17
91,52 = 3956 9165 = ~ 1884 9213 = T 12 92,26 = o4
1 _ 3 1 _ 5 1 1 1 1
9239 = —3g 9252 = T3q 92,65 = 24 9313 = 24
1 _ 9 1 _9 1 1 1 1
9326 = T3 9339 = 3§ 9352 = T 31 9426 = 24
1 9 1 9 1 1 1 1
9439 = 3 9452 = g 9165 = T2 9539 = a4
1 _ 9 1 _ 9 1 1 1 1
9552 = T3 9565 — 3 9578 = T31 96,52 = 24
1 _ 9 1 _9 | 1 1
9665 — T3 96,78 — 3 9601 = 31 9765 = 24
1 _ 9 1 _9 1 1 1 1
9778 = 73 9791 = 3§ 97104 = T g 9378 = 24
1 9 1 _9 1 _ 1 1 1
9891 = 3 93104 = 3 98,117 = T 99,91 = 22
1 _ 9 1 _9 1 _ 1 1 _ 1
99,104 = T3 99117 = § 99,130 = T4 910,104 = 324
1 _ 9 1 _9 1 _ 1 1 _ 1
910,117 = ~ g 910,130 = 3 910,143 = T34 911,01 = T3g
1 _ 5 1 _ 3 1 _ 7 1 _ 11
911,104 = 324 J11117 = —3 911,130 = — 24 911,143 = 12
1 _ 697 1 2099 1 __ 3309 1 2483
J12.91 = 2888 912,104 = T 3256 912,117 = 3956 912,130 — T 9768
1 _ 10063 1 _ 1152

912,143 = ~ 3256 912,155 = 407
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Entradas no nulas para el bloque G,,

2 _ 1152 2 __ 10063 2 _ 2483 2 __ 3309
912 = ~ 407 1,14 = 73256 91,27 = 9763 91,40 = ~ 3256
2 __ 2099 2 697 2 11 2 _ 17
91,53 = 3356 9166 = ~ 1884 9214 = T 13 92071 = o34
2 _ 3 2 _ 5 2 _ 1 2 _ 1
92,40 = —3 9253 = T3g 92,66 — 24 9314 = 24
2 9 2 9 2 1 2 1
9327 = T3 9340 = 3 9353 = g Y427 = 34
2 _ 9 2 _ 9 2 1 2 _ 1
91,40 = T3 9153 = g 9166 = T32q 9540 = 24
2 _ 9 2 _ 9 2 1 2 1
9553 = —3g 9566 — 3 9579 = 731 96,53 = 24
2 _ 9 2 _ 9 2 1 2 _ 1
9666 = —3 9679 = 3 96,92 = T 31 9766 = 24
2 9 2 9 2 1 2 _ 1
9779 = —3 9792 = 3 97105 = T34 98,79 = a4
2 9 2 _ 9 2 1 2 _ 1
9892 = T3 98,105 — § 98,118 — T g 9992 = 24
2  _ 9 2 _ 9 2 1 2 _ 1
99,105 = T3 99118 = § 99,131 = T3g 910,105 = 34
2 _ 9 2 _9 2 _ 1 2 _ 1
910,118 = —3§ 910,131 = 3 910,144 = T4 911,92 = — 24
2 _ 5 2 _ 3 2 _ 17 2 _ 11
911,105 = 22 911118 = —3§ 911,131 = — 24 911,144 = 12

2 _ 697 2 _ 2099 2 __ 3309 2 2483
912,92 = 2888 912,105 = T 3956 912,118 T 3256 912,131 T T 9768
2 _ 10063 2 _ 1152
912,144 = ~ 3256 912,156 — 207
Entradas no nulas para el bloque G,,

3 1152 3 __ 10063 3 _ 2483 3 _ 3309
913 = 407 91,15 = 3256 91,28 = 9763 91,41 = ~ 3256
3 _ 2099 3 697 3 _ 11 3 _ 17
91,54 = 3956 9167 = ~ 1884 9215 = T 12 9228 = o4
3 _ 3 3 _ 5 3 _ 1 3 _ 1
9241 = —3 9254 = g 92,67 = 24 9315 = 24
3 _ 9 3 _ 9 3 _ 1 3 _ 1
9328 = T3 9341 = g 9354 = T3g 9428 = o4
3 _ 9 3 9 3 1 3 _ 1
9141 = —3 9454 = g Y467 = T 9541 = 34
3 _ 9 3 9 3 1 3 _ 1
J554 = T3 9567 = § 9580 = ~ g 96,54 = 22
3 _ 9 3 9 3 _ 1 3 _ 1
9667 = T3 96,80 — g 96,93 = T3g 9767 = 24
3 _ 9 3 9 3 _ 1 3 _ 1
9780 = T3 9793 = 3 97106 = T3g 98,80 = 24
3 _ 9 3 9 3 1 3 _ 1
9893 = —3g 98,106 = 3 98,119 = T 31 99,93 = 34
3 9 3 9 3 1 3 _ 1
99,106 = —3 99,119 = 3 99,132 = T34 910,106 = 324
3 _ 9 3 9 3 _ 1 3 1
910,119 = —3§ 910,132 = 3 910,145 = — 24 911,93 = T321
3 _ 5 3 _ 3 3 _ 17 3 _ 11
911,106 = 24 911,119 = — 3 911,132 = — g 911,145 = 12

3 __ 697 3 _ 2099 3 __ 3309 3 _ 2483
912,93 = 2882 912,006 — 3256 912,119 = 3256 912,132 — T 9768
3 __ 10063 3 _ 1152
912,145 = ~ 3056 912,157 = 07
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Entradas no nulas para el bloque G,

4 _ 1152 4 __ 10063 4 __ 2483 4 _ 3309
914 = ~ o7 1,16 = 73256 91,29 = 9763 91,42 = ~ 3256
4 __ 2099 4 _ 697 4 11 4 17
91,55 = 3356 9168 = T 1ss4 9216 = T 12 9220 = o34
4 _ 3 4 _ 5 4 _ 1 4 1
92,42 = 3 9255 = T 2g 9268 = 24 9316 — 24
4 _ 9 4 9 4 1 4 1
9329 = T3 9342 = 3 9355 = g 9129 = 22
4 _ 9 4 _ 9 4 1 4 _ 1
G442 = —3 9i55 = § 9i68 = T34 9542 = 24
4 _ 9 4 _ 9 4 1 4 _ 1
9555 = —3g 9568 — 3 9581 = T3g 96,55 = 24
4 _ 9 4 _ 9 4 1 4 1
9668 = T3 9681 — 3§ 96,94 = T 31 9768 = 24
4 9 4 9 4 1 4 1
g781 = 3 9794 = 3 97107 = T2z 9381 = 22
4 _ 9 4 _9 4 1 4 _ 1
9894 = T3 98107 — § 98,120 — T4 9994 = 24
4 _ 9 4 _9 | 4 _ 1
99,107 = T3 99120 = § 99,133 = T3g 910,107 = 34
4 _ 9 4 _9 4 _ 1 4 1
910,120 = —3§ 910,133 = 3 910,146 = T 24 91194 = T4
4 _ 5 4 _ 3 4 _ 17 4 _ 11
J11,107 = 22 J11,120 = —3 911,133 = — 24 911,146 = 12

4 _ 697 4 _ 2099 4 __ 3309 4 2483
912,94 = 2882 912,107 = T 3956 912,120 T 3256 912,133 T T 9763
4 _ 10063 4 _ 1152
912,146 = ~ 3256 912,158 = 107
Entradas no nulas para el bloque G,

5 1152 5 _ 10063 5  _ 2483 5 __ 3309
915 = 407 9117 = 3256 91,30 = 9763 91,43 = ~ 3256
5  __ 2099 5 697 5 11 5 17
91,56 = 39256 91,69 = 1884 917 = T 13 9230 = 24
5 _ 3 5 _ 5 5 _ 1 5 _ 1
9243 = —3 9256 = a4 92,60 = 24 9317 = 24
5 _ 9 5 _ 9 5 1 5 _ 1
9330 = —3g 9343 = g 9356 = T3g 9430 = 24
5 _ 9 5 9 5 1 5 _ 1
9443 = —3g 9156 = 3 9469 = T 9543 = 23
5 _ 9 5 9 5 1 5 1
9556 = T3 9569 = 3 J582 = T34 96,56 = 24
5 _ 9 5 9 5 1 5 _ 1
9669 = T3 96,82 — g 96,95 = T31 9769 = 24
5 _ 9 5 9 5 1 5 _ 1
g782 = —3g 9795 = 3 97108 = T3g 9g,82 = 24
5 _ 9 5 9 5 1 5 _ 1
9895 = —3g 98,108 — § 98,121 = T31 99,95 = 34
5 9 5 9 5 1 5 _ 1
99,108 = T3 99,121 = 3 99,134 = T34 910,108 = 324
5 _ 9 5 _9 5 _ 1 5 1
910,121 = —3§ 910,134 = 3 910,147 =~ T4 911,95 = T 321
5 _ 5 5 _ 3 5 _ 17 5 _ 11
911,108 = 24 911,121 = — 3 911,134 = — 34 911,147 = 12

5  _ 697 5 _ 2099 5 __ 3309 5 _ 2483
912,95 = 2882 912,008 = 3256 912,121 = 3256 912,134 — T 9768
5 __ 10063 5 _ 1152
912,147 = ~ 3056 912,159 = 07
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Entradas no nulas para el bloque G,

Entradas

6 1152
916 = ~a07
9157 = %
93,44 = —%
93?,31 = _%
92,44 = —%
92,57 = —%
92,70 = —%
99,83 = _%
gg,% = _2
98,109 = —%
6 _ 9
910,122 = —3§
9?1,109 = %

6 _ 697
912,96 = 1834

6 _ 10063
1,18 7 3256
6 697
91,70 = ~ 1884
6 _ _5
92571 = T3
6 _9
9344 = 3
6  _9
9457 = 3§
6  _ 9
9570 = §
6 _9
96,83 = 3
6 _9
9796 = §
6 ]
98,109 = 3
6 -9
99,122 = 3
6 -9
910,135 = 3
6 —_3
911,122 = T3
6 2099
912,100 = T 3256
6 _ _ 10063
912,148 = T 3256

no nulas para el bloque G,

7 _ 1152
91,7 = ~ao7
__ 2099
91,58 = 3256
7o __3
9245 = —3
T __9
9332 = —3g
T __9
9445 = T3
T __9
9558 = T3
T __9
96,71 — 3
T __9
9784 = T3
7T __9
98,97 - 8
7 - _9
99,110 = T3
7 —_9
910,123 = —3
7 — 5
911,110 = 324
7 _ 697
912,97 = 1884

__ 10063
91,19 = 3256
7 697
= T iesd
7T _ _ 5
9258 = T34
T _ 9
9345 = §
7 9
9458 = 3
7 9
9571 = 3
7 9
96,84 = 3
T _9
9797 = 3§
7 9
98,110 — 3
7 9
99,123 = 3
-9
910 136 — 8
911,123 - 73
7 2099
912,110 3256
7 10063
912,149 3256

99

2483
9131 = 9763
6 _ _ 11
92,18 - 12
6 _ 1
9270 = 24
6 _ _ 1
9357 = T2
6 _ _ 1
9470 = ~ g
6 _ _ 1
95,83 - 24
6 _ _ 1
9696 = g
6 —_1
97109 = T34
6 — _1
98122 = T
6 — _1
99,135 = T34
6 —_1
910,148 = T 24
6 — _I7
911,135 = — 24
6 — 3309
912,122 = 3956
6 — 1152
912,160 = 207
__ 2483
91,32 = 9763
7 1
9219 = T 13
T _ 1
9211 = 24
T _ 1
9358 = T ag
T _ _ 1
9471 = —3g
T __1
9584 = — g
T __ 1
96,97 = T g
7 —_1
97110 = T34
7 —_1
98,123 = ~ 34
7 —_1
99136 = 34
7 — _1
910,149 = T34
7 _ _1Ir
911,136 = T34
7 — 3309
912,123 3256
7 — 1152
912,161 = 07

6 _
91,44 =

6
92,31 =

93,18
92,31 =
9?,44 =
92,57 =
99,70 =
92,83 =

6 _
99,96 =

6 _
910,109 =

6 _
911,96 =

6 _
911,148 =

6 _
912,135 =

9I,45 =
95,32
9§,19
91,32
gg,45 =
95,58 =
9;,71 =
9%,84 =

7T _
99,97 =

7 _
910,110 =
7 - _

J11,97 =

7 _
911,149 =

7
912,136 =

3309
3256
17
24
1
24
1
24
1
24
1
24
1
24
1
24
1
24

L
24

1
24

11
12
2483

"~ 9768

3309

3256
17
24
1
=
L
24
1
24
1
24
1
24
L
24

1
24
€1
24
1
24
11
12

_ 2483
T 9768
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Entradas no nulas para el bloque G,

Entradas

9213,8 = _%
9159 = %
93,46 = —%
93?,33 = _%
92,46 = _2
9§,59 = —%
92,72 = —%
9?,85 = _%
93,98 = _2
93,111 = —%
9?0,124 = _%
9?1,111 = %
8  __ 697
912,98 = 1884

no nulas para el bloque G,

9?,9 = _%
9160 = %
98,47 = _%
93?,34 = —%
92,47 = —%
93,60 = _%
98,73 = —%
9?,86 = —%
93,99 = —%
93,112 = —%
9?0,125 = —%
9?1,112 = %
912,99 = %

8 __ 10063 _ 2483
1,20 = 73256 91,33 = 9763
8 697 8 _ 11
9172 = ~ 1884 9220 = T 13
8 _ 5 8 1
9259 = T2g 9272 = 24
8 _ 9 8 _ _ 1
9346 — g 9359 = g
8 _ 9 s 1
9159 = § 9am2 = T3
8 _ 9 8 _ 1
9572 = § 9585 — ~ 24
8 _ 9 8 1
96,85 = 3 96,98 = ~ 22
8 _ 9 8 — _1
9798 = g 97111 = T3
8§ _ 9 8§ 1
93111 — 3 98,124 = T g
8 _ 9 8 1
99,124 = 3 99,137 = T3g
8 _9 8 _ 1
910,137 = 3 910,150 = 324
8 _ _3 8 _ _ 17
911,124 = T3 911,137 = 34
8 2099 8 _ 3309
912,111 = T 3956 12,124 — 3256
8 10063 8  _ 1152
912,150 = ~ 3256 912,162 107
__ 10063 _ 2483
91,21 = 3256 91,34 9768
9 697 9 1
91,73 = ~ 1884 9221 = T 13
9 _ 5 9 _ 1
92,60 = — 22 9273 = 34
9 _ 9 9 _ 1
9347 = 3 9360 = T ag
9 9 9 _ 1
9160 = 3 a3 = T3
9 9 9 _ 1
9573 = 3 95,86 = ~ 241
9 9 9 _ 1
96,86 — 3 96,99 = T g
9 _ 9 9 1
9799 = g 97112 = Tag
9 9 9 1
98,112 = § 98,125 = T34
9 9 9 1
99,125 = § 99138 = ~ a4
_9 9 1
910 138 = 3 910,151 = T4
_ 3 9 _ a7
911,125 =3 911,138 = T34
9 2099 _ 3309
912,112 = " 3256 Y12,125 = 3956
9 10063 9 _ 1152
912,151 = ~ 3056 912,163 107

100
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8 _ _ 3309
9146 = 3256
93,33 = é_z
9:?,20 = i
9233 = ﬁ
9?,46 = i
93,59 = 2L4
9?,72 = i
gg,ss = ﬁ
98,98 = i
9?0,111 = 2L4
9?1,98 = _i
9?1,150 = %

8 _ 2483
912,137 = 9768
9 __ 3309
9147 = 3256
93,34 = %
9??,21 = i
92,34 = i
9?,47 = i
92,60 = ﬁ
9?,73 = i
92,86 = i
93,99 = i
9?0,112 = ﬁ
9?1,99 = _i
9?1,151 = %

9 2483
912,138 9768
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Entradas no nulas para el bloque G,

10 _ 1152 10 __ 10063 10 __ 2483 10 _ 3309
91,10 = ~ 407 1,22 = 3256 9135 = 9768 91,48 = T 3256
10 __ 2099 10 _ 697 10 _ 11 10 _ 17
91,61 = 3356 9174 = ~1gsa 92220 = T 13 92,35 = o4
0 _ 3 0 _ 5 10 _ 1 0 _ 1
9248 = 3 9261 = ~ a4 92774 = 24 9322 = 24
0 _ 9 0 _ 9 0 1 10 _ 1
9335 = —3 9348 = 3 9361 = T3 9435 = 24
0 _ 9 0 _ 9 0 _ 1 10 _ 1
9148 = —3g 9161 = § 9474 = ~3g 9548 = 24
0 _ 9 10 _ 9 0 _ 1 10 _ 1
9561 — T3 9574 = 3 9587 = T3g 96,61 = 24
0 _ 9 10 _ 9 0 _ 1 10 _ 1
96,14 = T3 96,87 = 5 96,100 = “ 24 97714 = 24
0 _ 9 0 _ 9 0 _ 1 0 _ 1
9787 = —3g 97100 = 3 97113 = T4 98,87 = 24
0 _ 9 0 _ 9 0 _ 1 0 _ 1
98,100 — T3 98113 — § 98126 = T4 99,100 = 24
0 _ 9 0 _ 9 0 _ 1 0 _ 1
99,113 = T3 99126 = § 99139 = T34 910,113 = 24
0  _ 9 0 _9 0 _ 1 0 _ 1
910,126 = —3§ 910,139 — 3§ 910,152 = T35 911,100 — T34
0 _ 5 0 _ 3 10 _ 17 10 _ 11
J11,113 = 24 J11,126 = —3§ 911,130 = — 24 J11,152 = 12

10 _ 697 10 _ 2099 10 _ 3309 10 __ 2483
912,100 = 2884 912,113 = 3956 912,126 — 3956 912,139 T T 9768
10 _ 10063 10 _ 1152
912,152 = ~ 3256 912,164 = 407

Entradas no nulas para el bloque G,,,
11 _ 1152 11 __ 10063 11 __ 2483 11 __ 3309
g1 = 407 1,23 ™ 3256 91,36 = 9763 91,49 = ~ 3256
11 __ 2099 11 __ 697 11 _ 11 11 _ 17
1,62 = 3256 91,75 = T 1884 9223 = 712 92,36 = 24
1 _ 3 1 _ 5 1 _ 1 11 _ 1
92,49 = T3 9262 = — 24 92,75 = 24 9323 = 24
11 _ 9 11 _ 9 11 _ 1 11 _ 1
9336 = —3g 9349 = 3 9362 = T3q 9436 = 24
1 _ 9 11 _ 9 11 1 11 _ 1
9449 = —3 9i62 = 3 9475 = T34 9540 = 241
11 _ 9 11 _ 9 1 1 1 1
J562 = T3 9575 = 3§ 9588 = g4 96,62 — 22
11 _ 9 11 _ 9 1 1 11 _ 1
9675 = T3 9688 — 3 96,101 — T4 9705 = 24
11 _ 9 11 _ 9 11 1 11 _ 1
9788 = T3 97101 = § 97114 = T34 98,88 = 24
1 _ 9 11 _ 9 11 1 1 _ 1
gg101 = T3 98,114 — § 98,127 = T 1 99,101 = 3
1 _ 9 11 9 1 _ 1 11 _ 1
99,114 = T3 99127 = § 99140 = T4 910,114 =~ 22
1 _ 9 11 9 11 _ 1 11 1
910,127 = —3§ 910,140 — 3§ 910,153 = —21 911,000 T T 21
11 _ 5 1 _ 3 11 _ 17 11 _ 1
911,114 = 24 J11,127 = — 3 911,140 = T34 911,153 = 12
11 _ 697 11 _ 2099 11 _ 3309 11 2483
912,101 = 2888 912,114 = 3256 912,127 = 3956 912,140 = T 9768
11 __ 10063 11 _ 1152
912,153 = ~ 3356 912,165 — 107
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El namero total de elementos del Operador Gradiente es de 43560, de los cuales, 1188
son no nulos, lo que corresponde al 2,56 %, y a su vez representa una disminucion
de casi la mitad, porcentualmente hablando, con respecto al Operador Gradiente de

orden 2.

Formulas de Aproximacion de la Derivada

A continuacién se muestran las féormulas de aproximacion de la derivada dado el
operador gradiente mimético bidimencional de orden k£ = 4, tanto en el interior del

mallado como en la frontera.

Nodos interiores

Parat:=3,....,. N—1yj3=1,..., M, entonces:
(o) = (33 =342+ 2 (03

Parat=1,...,. Ny j=3,...,M — 1, entonces:

(1 1\ 9/ Iymo9. 0 3\m 1o B\m)
(i) = (@il0-3) 50+ 3) #5043 g+ 3) )
En la figura 3.16 se muestran en color rojo el conjunto de nodos a que hacen referencia

las formulas anteriores.

@ ® @
(X bxoxdxox o
—&@ @ @ @ ®—
® X ® X @ X® XxX® X @
—@ @ @ @ ®—
® X ® X ® X ® X ® X ©®
—&@ @ @ @ ®—
® X @ X X ® x ®8 X ®

Piritieiee

Figura 3.16: Nodos Interiores
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Nodos de Frontera Izquierda (1)

Para j =1,..., M, entonces:

e B 10063(1)n+2483<§>n_3309(§>n+2099<3)n_ 697 (g)n -1
e\ Vv ) = 3256 \2 9768 \ 2 3256 \ 2 3256 \2 4884\ 2 *

En la figura 3.17 se muestran en color rojo el conjunto de nodos a que hacen referencia

las formulas anteriores.

._
x@® x®
L SRR B
x @9 x@

88—
Tx

@

x 9 %
0
X @ x®

6
»
L

@
=
L
8

® =<0 x
®

.

@

>

L
o <09 x
_.

!

]
OxX Px®P x

- @
o)

x
L

tid:e;

Figura 3.17: Nodos Frontera Izquierda (1)

Nodos de Frontera Izquierda (2)

Para j =1,..., M, entonces:

(s ) = (B 5 G 5650+ 5 )
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En la figura 3.18 se muestran en color rojo el conjunto de nodos a que hacen referencia

las formulas anteriores.

IEITITIIIR
Piriectrrye
SEELITILX:

Figura 3.18: Nodos Frontera Izquierda (2)

Nodos de Frontera Derecha (1)
Para j =1,..., M, entonces:
697 9\ 2099 ™™ 3309 9\™
Yo ($N+1’yj+;) - <4884 (N a 5) 3256 (N a 5) " 3256 (N a 5) -

En la figura 3.19 se muestran en color rojo el conjunto de nodos a que hacen referencia

las formulas anteriores.

°x b

‘>

._
* @ X @
._
QP x @
._

&
x @ x @

@
x
L
e
x
@

@
»
L
x
&
>
@
»
L
*®
@

— @9 & & 8

X9 x¢xs

._
Figura 3.19: Nodos Frontera Derecha (1)

°
>
e

e *

—0

?x

X X
& @
X X
o L
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Nodos de Frontera Derecha (2)

Para j =1,..., M, entonces:

6oy = (3= 3+ -3 - -3

17 3\ 11 1\™
S{CEREICE
24( 2 Jr12 2

En la figura 3.20 se muestran en color rojo el conjunto de nodos a que hacen referencia

las formulas anteriores.

@ @ @
3x+x$x$x+xl
—@ L L @ ®—
.X‘x.x.x‘x.
— @ L L ®—
® X ® X @ X ® X ® X @
—@ L L L 89—
.x.x?x.xfx.
—&@ L L L 89—

X x+x x+x
LT
Figura 3.20: Nodos Frontera Derecha (2)

Nodos de Frontera Inferior (1)

Para:=1,..., N, entonces:

G B 10063(1>”+2483(3>n 3309<5>n+2099<7>n 697 <9>n o1
v\ Ty Y )= 3956 \2 9768 \ 2 3256 \ 2 3256 \ 2 4884\ 2 y
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En la figura 3.21 se muestran en color rojo el conjunto de nodos a que hacen referencia

las formulas anteriores.

bxexoxorxex e
FEIILILEX,
LIS EERT,

Figura 3.21: Nodos Frontera Inferior (1)

Nodos de Frontera Inferior (2)

Parai:=1,..., N, entonces:

o (sesm) = (G R QG ) )

En la figura 3.22 se muestran en color rojo el conjunto de nodos a que hacen referencia

las formulas anteriores.

oy
o—
x @
._
x @
F
x @
._
3

e | ® (e e | ® |
®X O X ®XO® x® X@
e e e o [ e |
® X ® X X ® X ® X @&
e | ® (® e | @ |
$X8x8x®x0xe
e o+o e [ ® |
X X X X X

Figura 3.22: Nodos Frontera Inferior (2)
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Nodos de Frontera Superior (1)
Parai=1,..., N, entonces:
697 9\ 2099 ™" 3309 5\ "
. = 2l (m—-2) - (- 2 (-2 -
Gy ("TH% ’ yM“) (4884 ( 2) 3256 ( 2) 3256 ( 2)

2483 3\ 10063 1\» 1152
- M,,) *7(M7*) by V7 AL hn71
9768( 2 3256 2 + 407 v

En la figura 3.23 se muestran en color rojo el conjunto de nodos a que hacen referencia

las formulas anteriores.

x ¢

Myl
P
x @
._
= @
._
x @
._

® X ® X @ X ® X0 X @
— 80 8 @
® X ® X ® X ® X ® X ©®
— @ @ @ 8
.x.x?x.x.x.
— L ® L ®—
X X X X X
tiratirye

Figura 3.23: Nodos Frontera Superior (1)

Nodos de Frontera Superior (2)

Para:=1,..., N, entonces:

Qy(xi+;7yzv1> = (—214(M— g)n+%(M_;>n_g(M_g)n_
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En la figura 3.24 se muestran en color rojo el conjunto de nodos a que hacen referencia

las formulas anteriores.

L @ @
X bxbxbxox e
—& @ @ @ ®—
® X ® X @ X ® X0 X @
—® @ @ L 8
® X ® X ® X ® X ® X @
— @8 & 8 @
® X9 ?x.x.xo

L

JEITITITIT

Figura 3.24: Nodos Frontera Superior (2)

3.2.3. Operador de Frontera

Nuevamente, dada la imposibilidad de presentar el operador de frontera B, dada su
dimension (165 x 264), s6lo se mostrara su estructura; sin embargo pueden verse los

detalles ejecutando el codigo en Matlab (ver Apéndice I)
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3.2.4. Operador Laplaciano

Al igual que se hizo anteriormente, so6lo se mostrara la estructura del operador
laplaciano, dada la dimension de éste (121 x 165). Los detalles de dicho operador

pueden verse ejecutando el codigo en Matlab (ver Apéndice I)

Operador Laplaciano Sidimensiorl
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3.3. Estudio del Orden de Convergencia de los
Operadores

Orden de Convergencia

Una expresion matematica que aproxime a un namero, se dice que tiene orden de
aproximacion k (entero no negativo) si ella es exacta para los polinomios P,(z) =

S o airt con n < k; pero no es exacta para el polinomio Pyiq(x).

Dada la definicién anterior, para hacer el estudio de convergencia de los operadores
miméticos de divergencia y gradiente, de orden 2 y orden 4, se hara uso de polinomios
en dos variables. Asi mismo, se hard uso de un programa computacional de célculo

simbolico (MAPLE 10) para verificar la aproximacion.
Divergencia

Sea F(z,y) = P(z,y)e; + Q(z,y)es un campo vectorial en IR?. En general, la

divergencia de F' para el caso continuo viene dada por

V- F = P,(z,y) + Qy(z,v),

donde P, y @), son las derivadas parciales de las componentes del campo F' a lo largo

de los ejes coordenados X e Y respectivamente.

A efectos de hacer el estudio de convergencia que nos ocupa, se considera el campo
vectorial polinomial F'(z,y) = z"e; + y"es, n = 0,1,...,k; donde k es el orden de

convergencia deseado. Este campo tiene como divergencia en la celda (z;, y;) el escalar:
V- F(xi,y;) = nal ™" + ny}l’1
Para el caso continuo, si k =2 y n = 2, la divergencia viene dada por:
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Evidentemente, todo depende del punto de evaluacion de la derivada. Por ejemplo, la

divergencia en la celda (x 5, y%) es:

Nl

V-F(x ,yg) = 237% —I—Qy%
Para el caso de mallados tensoriales uniformes y N = M = 5, la expresion que genera
cada uno de los z; es:

Ii+1:ihx, i:0,1,...,5

Puesto que
£L’¢+.%'i+1 .
x”%:T’ 1=1,...,9
entonces " " 5
 — 1 hy + th, 2t — 1)h, 1
le:(Z Mo 27 :(2 ) :<Z—_)hx
2 2 2 2

De igual forma resulta para el calculo de y;1 y y; 11 cambiando h, por h,,.

Sustituyendo asi el valor de x 3y 3, tenemos que:

1 |
V- F(rpay) =2(ghe) +2(5h)
v F(:cy) = hy + hy

Ahora bien, el analogo discreto del campo vectorial F', se denominara V' (campo

vectorial discreto nodal). Dada la celda que se observa en la figura 3.5, en el punto
<xi+é7yj+§> es:

(. j+n 1 +1/2, j+1) (i +1,j+1
@
i.j+1/2)@® * @ (i+1, [ +1/2)
(+1/2 , [+1/2)
@ —
a.pn a+172, +1, )

Figura 3.5: Celda Genérica
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en donde V; y V5 corresponden a las componentes en los ejes X e Y respectivamente
conn=0,1,2parak=2yn=0,1,2,3,4 para k = 4 . Asi, una aproximacion de la
divergencia, viene dada por:

Dv(xi+%’yj+%> :DVl(aciJr%,ijr%) +DV2(%+%7%‘+%)

‘/1<33i+17yj+%> -0 (xivyﬁr%) Tiy —
DV, (xi+%vyj+%) - hy, B hy,
Luego, tenemos que:
Ty =Ty Yl Yy
DV($¢+%73/J'+%) - Hh -+ h : 331
T4

Yj
Con el fin de entender un poco mejor lo antes expuesto, se hara el desarrollo de los
calculos para k = 2 con n = 2, al igual que para k = 4 con n = 4 en algunas de las

celdas.

Sea V(x;,y;) = xie; + y]?eg. Si7,j = 1, tenemos que:

DV((EQ,y§) _ V1(x27yg) —V1<x1,y%> N Vz(wg,yg> —%(x%,yl) _ 23— 22 . Y2 — 12
2 2 hw hy hx hy

Sustituyendo ahora cada uno de los z; y y; correspondientes, la aproximacion de la
divergencia queda como sigue:

h2  h?

PV (rpvy) = 2+, et
Luego, tomando ¢ =2,...,5 y 7 =1, tenemos:
2 .2 2 .9
DV(x%,y%) _ xsh Z5 +y2h Y1 =3h, + hy
x Yy
e e S S
2 .2 2 2
DV(mg,y;) S Sy S PRk FR S
2 2 Y
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De forma anéloga se hace para calcular la aproximacion de la divergencia en cada

una de las celdas restantes.

En el Apéndice G puede observarse detalles de los calculos descritos anteriormente y
que en efecto coinciden con el caso continuo para los campos vectoriales propuestos

y un orden de aproximacion k = 2.

Se dard ahora un ejemplo para k = 4 conn = 4y N = M = 11. Puesto que
N = M =11, entonces 7,j = 1,...,11. Para efectos de ilustrar s6lo se mostrarén los

calculos parai=1,...,11 y 7 = 1. Ast:

DV(x%,y%) = (— %‘/1(561,1/%) + %Vl (332711%) + 165059716Vl (xa,yg

215996V1( v) - %Vl(%y’))h% +(- gg;v?(x*yl) 19298‘/2(”’“’y2>Jr

6091 1165 129 25 1
15576‘/2( ’y3) N 51921/2(95%,;/4) 2596‘/2< *’y5> N 15576‘/2( *’%))hj

) 1165

5192‘/1("””4’3“)‘L

D(x )__ 4751 4 909 4 G091 . 1165, 1290, 25,
$Y5) T 751020, U T 1298k, T2 T 15576k, 0 5192k, 4 T 2596k, 0 15576h, 0
o ATSL 909, 6091, 1165, 120, 25,
5192k, 7' " 1298h, "2 " 15576h,”* ~ 5102h,”* T 2596h,"® 15576k,

1 3 1 3
'D(a:g,yg) = §h$+§hy

De forma anéloga se hacen los calculos para el resto de las celdas.

_ 1 4 9 4 9 4 1 4
D(”“) = oan, T sn e T g T8 T gy AT

AL, 909 6091, 1165, 129, 25,
5192k, 71 " 1298h, "2 " 15576k, "~ 5102k, ”* T 2596h,"°  15576h, "

2
D(fﬂgayg)Z 7h3+ h3
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_ 1 4 9 9 4 1 4
D(f”%vy%>*24hw 8h, T3+ gho Shy 4 2ap, 5T

ATSL L 000, 6001, 165, 120, %5,
5192k, 71 " 1298h, "2 T 15576k, "%~ 5102k, ”* T 2596h,"® 15576k,

15,5 1y
D(x,y,) = h 4 3}

_ 1 4 9 9 4 ]‘ 4
D(I%vy%>*24hgg 8Ny i+ gho Qhy, 5 24n, 6"

ATSL 000 6001, 165, 120, %5,
5192k, 7 " 1298h, 72 " 15576h, "% 5102k, ”* T 2596h,®  15576h,

33,5, 1,
D(x%,y%>: S+ 5h

1 9 9 1
D(m’y%>:24h 7i - Sh, 5+ e ’h w5~ 24h a7

ATSL L 000 6001, 1165, 120, %5,
5192, 7 " 1298h, 72 " 15576h, "%~ 5102h,”* T 2596h,"®  15576h,

7293 1,
yy) = 5o hE e Sh

D(xl

i1
2

>_14949414
2

D(xg,y% 4h1$5—%$6+%x7—m1‘8—

2

4751 909 6091 1165 129 25 4

o 4 4 _ 4 _
51920, 7t * 1208n, %2 T 15576k, 73 5102k, 7t T 2506k, %> 15576k, U6
1331 4 1.
D(a:%,y%):—hs 2h‘;
_ 1 4 9 4 9 4 1 4
D(rsg.u3) = 2k, "0 T B, T R, S T 2an, T

ATSL 909 . 6091, 1165, 129, 25,
51920, "1 " 12980, Y2 T 15576k, %3 T 5102k, % T 2596h, "~ 15576k,

2197 3 1
'D(JUlg,]Jg)Z*h 2hy
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1 . 9 0 41 4
I)<x%¥vy%) = 24n, "7 8h, T8+ gh- Shy 0 2ap, 107

ATSL L 000, 6001, 165, 120, %5,
5192k, 71 " 1298h, "2 T 15576k, "%~ 5102k, ”* T 2596h,"® 15576k,

3375 , 1
1?(au§,y%) S+ S h

1 9 9 1
Dogwz) = gt~ oo+ gooho — g h
AT5L 909 g 6001 065, 129, %,
5192k, 7 " 1298h, 72 " 15576h, "% 5102k, ”* T 2596h,®  15576h,
4913 1
D(l’lZQ,y%> h3 th
9 9 1
o 4 4 4
( 3) 24h By o T gt~ g i
4TSI 909 6091, 1065, 129, %
5192, 7 " 1298h, 72 " 15576h, "%~ 5102h,”* T 2596h,"®  15576h,
6859 1
’D(x%qy%) S+ 5h
25 129 1165 6091 909 4751
D( 23, ): 4 _ 4 4 4 4 4
T20Y3) T 5576k, T 2596k, S | 51020, 70 15576k, 10 128K, 1 T 5192712
4751 909 6091 1165 129 25
vi+ ys + 5 5 6

— J— 4 —
51920, 71 * 1208n, %2 ¥ 15576m, 73 5102k, 7t T 2506k, 7> 15576k, U6

9261 1
'D(IL;,ZJ%) = 7h3 2hy

Cabe destacar que en caso ser uniforme el mallado, entonces h, = h,,.

En el Apéndice H puede observarse detalles de los calculos descritos anteriormente y

que en efecto coinciden con el caso continuo para los campos vectoriales propuestos

y un orden de aproximacion k = 4.
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Gradiente

Sea f(z,y) = P(x,y) + Q(z,y) un campo escalar. En general, el gradiente de f(z,y)

para el caso continuo viene dado por:

Vf(l', y) - Pl?(‘r7 y)el + Qy(x7y)e2’

donde P, y @)y, al igual que para la divergencia, son las derivadas parciales de las
componentes del campo f a lo largo de los ejes coordenados X e Y respectivamente.
Nuevamente, a efectos de hacer el estudio de convergencia, se considerara un campo
polinomial (en este caso escalar) f(z,y) = 2" + 4", con n = 0,1,...,k; donde k
representa el orden de convergencia deseado. Este campo tiene como gradiente en el

nodo (z;,y;) el vector:
Vi(zi,y;) = n:p?‘lel + ny?_leg
Para el caso continuo en que k = 2 y n = 2, el gradiente es:
V (i, y;) = 2ze1 + 2yje0 = (214, 2y;)

De forma similar a como ocurre para la divergencia, depende del nodo sobre el cual
se calcula el gradiente. Por ejemplo, el gradiente sobre los puntos (z1,y1) y (22, y2)
es:

Vf(z1,y1) = 2x1€1 + 2y160 = (0,0)

Vf(z2,y2) = 2xae1 + 2yse2 = (2hy, 2h,)

Ahora bien, el andlogo discreto del campo escalar f, lo denominaremos f. Dada una

celda genérica (ver figura 3.5),en el nodo (z;,y;) f es:

en donde f; y f5 corresponden a las componentes en los ejes X e Y respectivamente,
conn = 0,1,2 para k = 2y n = 0,1,2,3,4 para k = 4. De esta forma, una

aproximacion para el gradiente, viene dada por:
Gf (. 7) = Gt (w000 )1 + G (w0 y 15 )2
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En caso de que £k = 2 y n = 2, ya se ha mencionado que el mallado minimo es de
5 x 5y el gradiente mimético queda expresado como se muestra a continuacion:

Gf(x1,y1) = Gfy (m,yg)fq +6fs <$g7y1>€2

Gt (r1,3) = <§f1 (w1,03) + 36 (23.03) - 360 (xy)>

he

~5(at+u3) +3(e3 +93) — 3 (a2 +93)
2 2 2 2 2
ha

Gty (l’g,y1) =

Gfy (56373/1)62 = (0,0)

Asi, tenemos que el gradiente en el nodo (x1,¥) es:
Gf(xz1,y1) = (0,0) + (0,0) = (0,0)
Ahora se mostraré el calculo del gradiente en algunos de los nodos siguientes:

Gf(x2,y1) = Gfy (332,31%)61 +6fs <ﬂfgyy1>€2
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6ty (r2.y) — <f1 (v5.03) ~ (xy)>

gfg(x%7y1> _ <_§f2($37y1>+3f2<$g,y2)—§f2<xg,yg>>

Gfy (xg,yl)@ = (0,0)

Tenemos entonces que el gradiente en el nodo (x9, ) es:

Gf(x2,41) = (2ha;,0) + (0,0) = (2R, 0)

Gf(w3,11) = gf1<$3,yg)61+gf2($,z7y1>€2

2
2 2 2 1,2
Tz —Ts 3ys — 3Ys
2 2 2 2
= 61+
he hy
2572 972 3
B Zhs — 1hs Th
= e +

hy
= 4dhgeq + Oes

€2

Tenemos que el gradiente en el nodo (x3,y;) es:
Gf(23,91) = (4ha,0)

De forma anéloga se calcula para el resto de los nodos, asi:

Gf(z4,51) = (6hy,0)
Gf(zs,y1) = (8he,0)
gf(l'ﬁ,yl) = (1Oh$70)
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En el Apéndice G puede observarse detalles de los calculos descritos anteriormente y
que en efecto coinciden con el caso continuo para los campos escalares propuestos y

un orden de aproximacion k = 2.

De forma analoga se calcula el gradiente en el resto de los nodos. Ahora, se mostraran
los calculos para obtener el gradiente mimético de orden k£ = 4 con n = 4 para algunos
nodos, al igual que se hizo para k = 2.

Gf(z1,11) = Gfi (m,yg)el + Gf; (a:g,yl)ez
9 (1.03) = (‘ ERICUARS - LICRARS - LCDR

73309f( )+2099f( )7697f( ) i
3256 '\"5Y3) T 3956 1 \"9Y8) T ggea \TH0YE) |,

1152 , 10063 2483 3309
f = - 1 % HE
gt (xly*) ( 107 17 3256 U3 T 076873 T 3256

4, 2099, 697 4\ 1
31325672 4884° % | h,

10063 201123 2068125 5039699 4573017
gfl (le’y%>el = ( h3 h3 h3 3 3)61

52096 © ' 156288 * 52096 ' © ' 52096 © 78144

Gf, (m,y%)q = (0,0)

. (s, 10063 2483,
gQ(x%’yl) =\~ 07 Q(x%’yl)J“ 3256 2<$%’y%>+9768 2(3’%’9%)_

3309, 2099, 697 1
~ o562 (722) * 36 (71 08) — g (o) h,

1152 10063 2483 3309 2099 697 1
ng(xg’yl):<_ 4 4 4 4 4 i)h
Yy

5

1071 T 3256 Y5 T 976872 T 325673 T 325678 1ssaVY

10063 201123 2068125 5039699 . 4573017
£ ( 5 ) _ B3 B3 _ B3 3 3
Gf2(7g.u1 )e2 (52096 v 156288 ~ 52006 v T 52006 v 78144 v )2

gf, (x%ayl)GQ = (0,0)

Asi, tenemos que el gradiente, sobre el nodo (z1,y1),es:

Qf(xhilh) = (070) + (070) = (050)
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A continuacién se muestran los calculos sobre el siguiente nodo (x2,y1):

Gf(z2,91) = Gf ($2,yg)€1 + Gfy ($37y1>62

gf; (x27y%) = <— %fl (:Jc%7y%) + ;—Zfl (x%,y%) + gfl (:v%7y%) — 3f1 (x%,y§>+

B 17, 3, 5, 1,\1
gf1<1'2,yg)(—12$2+24$g+81’;—241’g+241’121 hfw

11 1377 1875 12005 6561
f . _ | _2tt;s 3 3 3 3
g 1(””2’?/%)61 ( TR R vl i eyl Ty

gty (172,@%)61 = (4h3,0)

. _(_ns2, 10063, 2483 3309,
9t (25.m) = = o (o3 0n) + a5 (o3 03) + Grgga(sms) (o001)+

2] 3256 ° :
2099, 697 1
3256 2(v30) - 4834 2 (730 hy

() = | - 1152 , 10063 , 2483 , 3300 , 2000 , 607 ,\1
2 9) =\ T 007 T 3256 Y8 T 9768”5 T 325675 T 325678 48s4”% ),

Gt (x )e _ (10063, 201123, 2068125 , 5039699 , 4573017,
2\"3 )2 = | 52006 " 156288 ¢ 52096 ¢ | 52006 © 78144 ¢ )

gt (Ig7y1>62 =(0,0)
Asi, tenemos que el gradiente sobre el nodo (x9,y) es:
De forma anéloga se realizan los calculos sobre el resto de los nodos.

En el Apéndice H puede observarse detalles de los calculos descritos anteriormente y

que en efecto coinciden con el caso continuo para los campos escalares propuestos y
un orden de aproximacion k = 4.
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Capitulo 4

RESULTADOS Y CONCLUSIONES

Usando anélisis matricial, mediante una extension del método de Montilla-Cadenas-
Castillo se pudo construir aproximaciones de segundo y cuarto orden tanto para la
divergencia como para el gradiente. Ademés se calcul6 el operador de frontera B

necesario para satisfacer el teorema de la divergencia generalizada.

Se construyo6 el operador laplaciano a partir de los operadores divergencia y gradiente
tanto de orden 2-2-2 como 4-4-4.

Un avance importante es la implementacion de un cédigo fuente en Matlab 7.0 que
permite la obtencion de los operadores miméticos bidimensionales de orden dos y
orden cuatro sobre mallados tensoriales uniformes (cuadrados) de tamano N x N para
cualquier N, con la finalidad de utilizarlos en la resolucion de ecuaciones diferenciales
parciales. Ademés, a partir de esta implementacién es muy sencillo programar o

calcular para un k cualquiera.

Al ejecutar el programa en Matlab y hacer pruebas con distintos valores de N,

pudimos notar que el nimero de elementos no nulos presentes en los operadores,
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disminuye considerablemente conforme el valor de N aumenta, principalmente para

el caso en que k = 2.

Un ejemplo puede verse en el operador de divergencia de orden dos. Tomando N =5
(valor minimo para k = 2) dicho operador tiene un total de 1500 elementos, de los
cuales 100 son no nulos. Estos representan un 6,66 % del total. Al tomar N = 7,
notamos que del total de 5488 elementos que conforman el operador, 196 son no

nulos, representando estos el 3,571 % del total.

Es claro que la disminucién de elementos en términos de porcentaje esta cercano al
50 %. La misma tendencia se observo al seguir incrementando el valor de N (N =9,
N =11, etc.)

En el caso de la divergencia de orden k = 4, se observo también disminuciéon de los
elementos no nulos conforme se incrementa el valor de N; sin embargo, no es tan

marcada.

La misma prueba se realiz6 para el gradiente, observandose resultados muy similares a
los obtenidos con la divergencia en cuanto al porcentaje de disminucion de elementos
no nulos a medida que se incrementa el valor de N, tanto para kK = 2 como para
k=4.
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Apéndice A

OPERADORES DISCRETOS DE
SEGUNDO ORDEN EN 1D:
CALCULOS

En los apéndices se pueden observar los codigos de entrada para realizar los célculos de
todos los resultados que aparecen en el trabajo. Todos estos calculos fueron realizados
usando el programa de célculo simbolico MAPLE 10 y Matlab 7.0. Normalmente sé6lo
se coloca la entrada del codigo, se deja al lector para que realice la comprobacion de

la salida.

Este apéndice contiene los codigos de la divergencia y el gradiente unidimensional de

segundo orden sobre un mallado intercalado uniforme.

Divergencia Discreta

Se plantea el sistema lineal M a = r, donde el vector de incognitas a son los

elementos fila a fila de la matriz desconocida A. En el programa de calculo simbolico



APENDICE A Segundo Orden: Calculos

se usa para la matriz M, el nombre M Div o MGrad segin sea la divergencia o el

gradiente. De igual forma se hace para el vector a.

restart: with(LinearAlgebra):
MDiv:=Matrix(<<1,1,1,0,0,0,1,0,0>|<1,-1,1,0,0,0,0,1,0>|<1,-3,9,0,0,0,0,0,
1><o0,0,0,1,3,9,1,0,0>|<0,0,0,1,1,1,0,1,0>(<0,0,0,1,-1,1,0,0,1>>);

r := <0,-2,0,0,-2,0,-1,0,1>;
adiv:=LinearSolve(MDiv,r);

[-1]

[ 1]

[ 0]

adiv := [ 0]
[-1]
[ 1]

Gradiente Discreto

restart: with(LinearAlgebra):
MGrad:=Matrix(<«<1,0,0,0,0,0,1,0,0>(<1,-1,1,0,0,0,0,1,0>/<1,-3,9,0,0,0,0,0,
1>|<o0,0,0,1,2,4,1,0,0>(|<0,0,0,1,1,1,0,1,0>|<0,0,0,1,-1,1,0,0,1>>);
r:=(<0,-2,0,0,-2,0,-1,0,1>);
agrad:=LinearSolve (MGrad,r) ;
Error, (in LinearAlgebra:-LA_Main:-LinearSolve) inconsistent system
MGr:=DeleteRow(MGrad, [2,5]);
rr:=(<0,0,0,0,-1,0,1>);
agrad:=LinearSolve (MGr,rr);
[ -11]
[9/8 1
[-1/8]
agrad := [ 0 ]
[-9/8]
[9/8 1
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Ahat:=Matrix([[-1,9/8,-1/8]1,[0,-9/8,9/811);
Mw:=(<<0,0>|<-1,0>]<-3,0>|<0,2>|<0,1>|<0,-1>>);

Estas son sélo las entradas de Lambda en la diagonal

Lambda:= VectorScalarMultiply(MatrixVectorMultiply (Mw,agrad),-1/2);

[3/8]
Lambda := [ ]
[9/8]
P:=DiagonalMatrix(Lambda, 2, 2);
[3/8 0]
P :=[ ]
[0 9/8]

A:=MatrixMatrixMultiply (MatrixInverse(P),Ahat);

[-8/3 3 -1/3]
A:= [ ]
[ O -1 1 1]
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Apéndice B

OPERADORES DISCRETOS DE
CUARTO ORDEN EN 1D:
CALCULOS

El APENDICE B contiene los cédigos para el calculo de los operadores divergencia

y gradiente de cuarto orden.

Operadores Discretos de Cuarto Orden

Una vez mas se escriben solamente los comandos que permiten hacer los calculos.

Colocar las soluciones ocupa mucho espacio.

Divergencia de Cuarto Orden

Cuentas de la divergencia.

restart: with(linalg):
MDiv:=matrix([ [1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0], [1,1,
9,25,49,81,0, 0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0], [1,-1,-27,-125,
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-343,-729,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0], [1,1,81,625,2401,
6561,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,01,[0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,
1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,9,1,1,9,25,49,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,27,1,-1,-27,-125,-343,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0],[0,0,0,0,0,0,81,1,1,81,625,2401,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
o], [0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0],[0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,25,9,1,1,9,25,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,125,27,1,-1,-27,-125,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,625,
81,1,1,81,625,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
1,1,1,1,1,11,[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,49,25,9,1,1,9],
(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,343,125,27,1,-1,-271,[0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,2401,625,81,1,1,81],[1,0,0,0,0,0,1,
0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0], [0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,
0,0,0,0,0,1,0,0,0,01, [0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,
0,0,01, [0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0],[0,0,0,
0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0], [0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,
0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,111):
r:=vector([0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,-1,0,0,-1/24,13/12,-1/241);
adiv:=linsolve(MDiv,r,’r’,p);

Ahat:=matrix([[-6851/6912+p[1] + p[2] +p[3],8153/13824-5xp[1]-5*p[2]
-5*p[3], 1289/1536 + 10%p[1]+10%p[2]+10*p[3],-9005/13824-10%p[1]
-10*p[2] -10*p[3],3529/13824+5xp [1]+5*p [2] +6*p[3],-1/24-p[1]-p[2]
-p[31], [143/4608 - p[1], -429/512+5%p[1], 429/512 - 10x*p[1],
-143/4608 + 10*p[1], - 5xp[1], p[11], [ -p[2], 25/512 + Bxp[2],
-675/512 - 10%p[2], 675/512+10*p[2], - 25/512 - Bxp[2], p[2]],
[ -551/13824 - p[3], 2755/13824 + 5%p[3], - 551/1536 - 10%p[3],
-9367/13824+10%p[3], 6061/6912-5%p[3], p[3111);

Ahat:=subs ({p[1]=0, p[2]=0,p[3]1=-551/13824} ,matrix([[-6851/6912+p[1]
+p[2]+p[3], 8153/13824-5xp[1]-5*p[2]-5*p[3], 1289/1536+10p[1]
+10%p[2] + 10%p[3], - 9005/13824 - 10%p[1] - 10*p[2] - 10x*p[3],
3529/13824 + 5*p[1] + 5xp[2] + 5*p[3], -1/24 -p[1]- p[2]-p[3]],
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adiv:

[143/4608 - pl[1], -429/512 + Bxp[1], 429/512-10*p[1], -143/4608
+10%p[1], -Bxp[1], p[1]]1, [-p[2], 25/512+6xp[2], - 675/512
~10%p[2],675/512+10%p[2] ,-25/512-5+p[2] ,p[2]], [-551/13824-p[3],
2755/13824 + 5xp[3], -551/1536 -10%p[3], -9367/13824 + 10%p[3],
6061/6912-5%p[3], p[3]111));

= vector([-4751/4608, 101/128, 6091/13824, -1165/4608, 43/768,
-25/13824, 143/4608, -429/512, 429/512, -143/4608, 0, 0, O,
25/512, -675/512, 675/512, -25/512, 0, 0, O, 551/13824,
-551/512, 551/512, -551/13824]);

Mw:= matriX([[1,_1,_3:_5;_7;_930;O;O’O’O:O)O’O’O’O’O’O’O’O’O’O’O’O] ’

[0,0,0,0,0,0,3,1,—1,—3,—5,—7,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] > [O,O,O,O’
0,0,0,0,0,0,0,0,5,3,1,-1,-3,-5,0,0,0,0,0,0]1, [0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0:0:0,0:0:0:0,0:0:7’5,3’1’_1:_3]]);

Lambda:=evalm(Mw&*adiv) ;

[-649 -143 -75 -551]
Lambda := [----, ----, ——=, ----]
[288 96 32 288 ]

Q:=evalm((-1/2)*diag(-649/288,-143/96,-75/32,-551/288)) ;
A:=evalm(inverse(Q)&*Ahat) ;

[-4751/5192 909/1298 6091/15576 -1165/5192 129/2596 -25/15576 ]
]

1/24 -9/8 9/8 -1/24 0 0 ]

]

0 1/24 -9/8 9/8 -1/24 0 ]

]

0 0 1/24 -9/8 9/8 -1/24 ]
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Gradiente de Cuarto Orden

Calculos para el gradiente.

restart: with(linalg):
MGrad :=matrix( [ [ 1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0],
(0,1,9,25, 49,81,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0], [O,-1,
-27, -125, -343, -729, 0, 0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0],
(0, 1,81, 625,2401,6561,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0],
(o,o, o0,0,0,0, 1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,01, [0,0,0,0,
0,0,4,1,1,9,25,49,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,8,1,
-1,-27,-125,-343,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,16,1,
1,81,625,2401,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,01, (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,16,9,1,
1,9,25,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,64,27,1,-1,-27,
-125,0,0,0,0,0,0], (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,256,81,1,1,81,625,
0,0,0,0,0,0], (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1],
(o,o0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,36,25,9,1,1,91, [0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,216,125,27,1,-1,-27], [0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1296,625,81,1,1,81],[1,0,0,0,0,0,1,
0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0], (0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,
0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,01, (0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,
0,0,0,1,0,0,0], [0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,
0,o0],(0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0], [0,O0,
0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1]]):
r:=vector([0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,-1,0,0,-1/24,13/12,-1/24]);
agrad:=linsolve (MGrad,r,’r’,p);
Ahat:=matrix( [ [ -3901/3780+128/35xp[1] +128/35%p[2]+128/35*p[3],
10789/9216 -9%p[1]1-9%p[2]-9%p[3], -421/27648+12%p[1]+12%p[2]
+ 12%p[3], -4063/15360 - 54/5%p[1] - 54/5xp[2] - 54/5xp[3],
11789/64512 + 36/7xp[1]1+36/7xp[2]1+36/7*p[3], -1/24-p[1]-p[2]
-p[31]1, [473/2520-128/35*p[1], -14663/9216+9*p[1],13717/9216
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-12xp[1],-473/5120 + 54/5*p[1], 473/64512 -36/7*p[1]1, p[1l],

[-128/35*p[2], 343/9216+9*p[2], -1029/1024-12*p[2],1029/1024
+54/5xp[2],-343/9216-36/7*p[2] ,p[2]1]1, [-1177/7560-128/35%p[3],
1177/3072+9%p[3], -12947/27648-12%p[3],-3531/5120+54/5%p[3],

20009/21504-36/7xp[3], p[3]111);

Ahat:= subs({p[1]= 473/9216, p[2]=0, p[3]= -1177/27648}, matrix([
[-3901/3780+128/35%p [1]+128/35p [2]+128/35%p[3], 10789/9216
-9xp[1]- 9*p[2]-9%p[3], -421/27648+12xp[1]+12+p[2]+12*p[3],
-4063/15360 - 54/5*p[1] - 54/5*p[2] -54/5*p[3], 11789/64512
+ 36/7xpl[1] + 36/7*p[2] + 36/7+p[3], -1/24-p[1]-p[2]-p[3]1],
[473/2520-128/35%p[1],-14663/9216+9%p[1],13717/9216-12*p[1],
-473/5120+54/5%p[1] ,473/64512-36/7*p[1],p[1]], [-128/35%p[2],
343/9216+9xp[2], -1029/1024 - 12*p[2], 1029/1024+54/5*p[2],
-343/9216-36/7*p[2] ,p[2]], [-1177/7560-128/35%p [3] ,1177/3072
+ 9%p[3], -12947/27648-12%p[3], -3531/5120 + 54/5%p[3],
20009/21504-36/7*p[3], p[3111));

Mw:=matrix([[0, -1,-3,-5,-7,-9,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
ol, [o0,0,0,0,0,0,2,1,-1, -3,-5,-7,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0],
(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,4,3,1,-1,-3,-5,0,0,0,0,0,01, [0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,6,5,3,1,-1,-311);

agrad:=vector([-1, 10063/9216, 2483/27648, -1103/3072, 2099/9216,
-697/13824,0, -5203/4608, 8041/9216, 473/1024, -2365/9216,
473/9216, 0, 343/9216, -1029/1024, 1029/1024, -343/9216, 0,
0, 0, 1177/27648, -1177/1024, 1177/1024, -1177/27648]);

Lambda:=evalm((-1/2)*Mw&*agrad) ;

Lambda := [407/1152 473/384 343/384 1177/1152]

P:=evalm(diag(407/1152, 473/384, 343/384, 1177/1152));
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A:=evalm(inverse(P)&*Ahat) ;
[-1152/407 10063/3256 2483/9768 -3309/3256 2099/3256 -697/4884]

[ ]
[ 0 -11/12 17/24 3/8 -5/24 1/24 1]
A:=[ ]
[ 0 1/24 -9/8 9/8 -1/24 0 ]
[ ]
[ 0 0 1/24 -9/8 9/8 -1/24 ]
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Apéndice C

CALCULO DE LA MATRIZ
UNIDIMENSIONAL B

En este apéndice se pueden observar la entrada de cédigos que permiten calcular el
operador de frontera B. Con esta matriz se garantiza el cumplimiento del teorema de

la divergencia discreto para el producto interno pesado.

Matriz B: Orden Dos Uniforme

Para estos célculos las matrices involucradas aparecen completas.

restart: with(LinearAlgebra):

Divex:=Matrix([[0,0,0,0,0], [-1,1,0,0,0], [0,-1,1,0,0], [0,0,-1,1,0],
(0,0,0,-1,1], [0,0,0,0,0]11);

Divex:=MatrixScalarMultiply(Divex,1/h);

Q:=Matrix([[1,0,0,0,0,0],[0,1,0,0,0,0], [0,0,1,0,0,01,[0,0,0,1,0,0],
[0,0,0,0,1,01,[0,0,0,0,0,111);

Grad:=Matrix([[-8/3, 3, -1/3,0,0,0], [0, -1,1,0,0,0], [0,0,-1,1,0,0],
(0,0,0,-1,1,0J],[0,0,0,1/3,-3,8/311);



APENDICE C Calculo de la Matriz B

Grad:=MatrixScalarMultiply(Grad,1/h);

P:=Matrix([[3/8,0,0,0,0], [0,9/8,0,0,0], [0,0,1,0,0], [0,0,0,9/8,0],
[0,0,0,0,3/8]11);

B=MatrixMatrixMultiply(Q,Divex)+MatrixMatrixMultiply(Transpose(Grad),P);

[- 1/h 0 0 0 0 ]
[ ]
[ 1/8h -1/8h 0 0 0 1
[ ]
[ -1/8h 1/8h 0 0 0 ]
B=1[ ]
[ O 0 0 -1/8h 1/8h ]
[ ]
[ O 0 0 1/8h  -1/8h ]
[ ]
[ O 0 0 0 1/h ]

Matriz B: Orden Cuatro

restart: with(LinearAlgebra):

Divex:=matrix([[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0],[-4751/(5192%h),909/(1298*h),
6091/ (15576%h) ,-1165/(5192%h) ,129/ (2596%h) ,-25/(15576%h) ,0,0,0,
0,0,01, [1/(24%h), -9/(8%h),9/(8*h),-1/(24%h),0,0,0,0,0,0,0,0],
[0, 1/(24%h),-9/(8*h), 9/(8%h), -1/(24%h),0,0,0,0,0,0,0], [0,0,
1/(24%h), -9/(8*h), 9/(8*h), -1/(24%h), 0, 0, 0,0,0,0], [0,0,0,
1/(24%h), -9/(8%h), 9/(8*h), -1/(24%h), 0, 0, 0,0,0], [0,0,0,0,
1/(24%h), -9/(8xh), 9/(8*h), -1/(24xh), 0, 0, 0,0], [0,0,0,0,0,
1/(24%h), -9/(8*h), 9/(8*h), -1/(24*h), 0, 0, 0], [0,0,0,0,0,0,
1/(24%h), -9/(8%h), 9/(8*h), -1/(24%h), 0, 01, [0, 0,0,0,0,0,0,
1/(24xh), -9/(8xh), 9/(8*h), -1/(24xh), 0], [0, O, 0,0,0,0,0,0,
1/(24%h),-9/(8*h),9/(8*h),-1/(24xh)]1,[0,0,0,0,0,0,25/(15576%h),
-129/(2596%h), 1165/(5192*h), -6091/(15576%h), -909/(1298%h),

o
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4751/(5192%n)], [(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]1]1):

Grad:=matrix([[-1152/(407*h),10063/(3256%*h) ,2483/(9768*h) ,
-3309/(3256%h), 2099/(3256%h), -697/(4884%h), 0, 0, 0,0,0,0,0],
[0,-11/(12xh),17/(24*h) ,3/(8*h) ,-5/(24*h) ,1/(24%h),0,0,0,0,0,0,
0],[0,1/(24%nh),-27/(24%h) ,27/(24%h) ,-1/(24%h),0,0,0,0,0,0,0,0],
[0,0,1/(24*h),-27/(24%h) ,27/(24%h),-1/(24*h),0,0,0,0,0,0,0], [0,
0,0,1/(24%h), -27/(24xh),27/(24%h),-1/(24%h),0,0,0,0,0,0], [0,0,
0,0,1/(24%h), -27/(24%h),27/(24%h),-1/(24%h),0,0,0,0,0],[0,0,0,
0,0,1/(24%h), -27/(24%h),27/(24%h),-1/(24*h),0,0,0,0],[0,0,0,0,
0,0,1/(24%h), -27/(24%h),27/(24%h),-1/(24%h),0,0,0],[0,0,0,0,0,
0,0,1/(24%h),-27/(24%h),27/(24%h), -1/(24%h),0,0],[0,0,0,0,0,0,
0,0,1/(24%h),-27/(24%h),27/(24%h), -1/(24%h),0],[0,0,0,0,0,0,0,
-1/(24%h) ,5/(24xh) ,-3/(8*h) ,-17/(24*h) ,11/(12%h),0],[0,0,0,0,0,
0,0,697/(4884%*h), -2099/(3256%h), 3309/ (3256%h) ,-2483/(9768%h),
-10063/(3256%*h) ,1152/(407*h)]1]) :

P:=matrix([[407/(1152), 0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0],[0,473/(384),0,0,0,0,
0,0,0,0,0, 0], [0,0, 343/(384), 0, 0,0,0, 0,0,0,0,0], [0, O, O,
1177/(1152),0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0],([0,0,0,
0,0,1,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,1,
0,0,0,0],[0,0,0,0,0,0,0,0, 1177/(1152),0,0,0],[0,0,0,0,0,0,0,0,
0,343/(384),0,0],[0,0,0,0,0,0, 0,0,0,0,473/(384),0],[0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,407/(1152)1]1):

Q:=matrix([[1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0],[0,649/(576),0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0],[0,0,143/(192),0,0,0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,75/(64),0,0,
0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,551/(576),0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,
1,0,0,0,0,0,0,0], (0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,1,
0,0,0,0,0],[0,0,0,0,0,0,0,0,551/(576),0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,
0,0,75/(64),0,0,01, [0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,143/(192),0,0], [0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,649/(576),0], [0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,11]):

hB:=evalm(h* (Q&*Divex+transpose (Grad)&*P)) ;

134 Universidad de Carabobo, FaCyT-Matemaéticas



Apéndice D

FORMULAS DE DIFERENCIAS
FINITAS

Formula Estandar de Cuarto Orden

Interpolacion de Lagrange con la férmula de diferencias divididas para n = 3.

restart;
P[3]:= dO+(X-x[0])*d01+(X-x[0])* (X-x[1])*d012+X-x[0] ) *(X-x[1])*
(X-x[2])*d0123;

Donde:

d0:=f[0]; do1:=(£[1]-£f[0]1)/(x[1]1-x[0]);

d12:=(f[2]-f[1]1)/(x[2]-x[11); d23:=(£[3]1-f[2])/(x[3]1-x[2]);

d012:=(d12-d01) /(x[2]-x[0]); d123:= (d23-d12)/(x[3]-x[1]);

d0123:=(d123-d012) / (x[3]-x[0]1);

Luego, el polinomio finalmente queda (al sustituir las igualdades

anteriores):

P[3] :=d0+(X-x[0])*d01+(X-x[0])* (X-x[1])*d012+(X-x[0]) * (X-x[1])*
X-x[2])*d0123;



APENDICE D Diferencia Finita

Derivando este polinomio respecto a X (se usa la equis mayuscula, para que al derivar

Maple asuma que las z[i] son constantes).
Pprima[3] :=diff (P[3],X);

La férmula anterior es para mallados no uniformes. Veamos que ocurre si el mallado

es uniforme:

PprimaU[3] := simplify(subs({X-x[0]= 3*h/2, X-x[1] = h/2, X-x[2]= -h/2,
X-x[3] = -3*%h/2, x[3]-x[0]=3*h,x[3]-x[1]=2*%h,x[3]-x[2]=h,
x[2]-x[0]=2*h,x[2]-x[1]=h,x[1]-x[0]=h},Pprimal[3]));

27 f[2] - 27 f[1] - f[3] + f[0]
PprimaU[3] := -—--cmmm e
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Apéndice E

OPERADORES DISCRETOS DE
SEGUNDO ORDEN EN 2D:
CALCULOS MATLAB

En este apéndice puede verse el codigo en Matlab 7.0 implementado para calcular los
operadores de divergencia y gradiente de segundo orden. Se han omitido las salidas

para que el lector haga las pruebas.

Divergencia Discreta

function D=OperadorDivergencia2 (k,N)
%ik= Orden del Operador

%N= Numero de celdas del mallado

Y%clc;

format rational



APENDICE E Segundo Orden: Calculos Matlab

if N<56 ¥Namero minimo de celdas sobre el cual se
hdesea calcular el Operador de Divergencia
display(’Introduzca un N mayor o igual 57)

else

filas=N*N; %Numero total de filas
%del Operador de Divergencia
columnas=2xN*(N + 1); %Nimero total de columnas
%del Operador Gradiente

end

M=(N+1); % Namero de columnas por bloque

contl=1; % Contador auxiliar

i=1;
j=1;
while(i<=filas)
if i==contl*x(M-1)+1
j=i+contl;

contl=contl+1;

end
D(i,j)=-1;
D(i,j+1)=1;
i=i+l;
J=j+1;

end
N ACONS TRUCCION Dy > Wbk oh kb kb ko e o ook
Tololotototololototolotototototo oo o oo o o o o o o o o o o To o o otototototo oo o o o o o o o o o o o o o oo oTo oo oo o o o o o o o
%Posicidn de la primera columna
hcorrespondiente al bloque Dy

t = (columnas/2+1);
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for i=1:N:filas

p=0;

for j=t:(N+1):(columnas-1)
D(i+p,j)=-1;
D(i+p,j+1)=1;
p=p+1;

end

t = t+1;

end

D=sparse (D)

display(’El Operador de Divergencia Mimético de Segundo
Orden es de dimensidn:’)

size(D)

spy (D)

return;

Gradiente Discreto

function G= OperadorGradiente2 (k,N)
format ratiomal
if N<5 %Numero minimo de celdas sobre el cual se
%desea calcular el Operador Gradiente

display(’Introduzca un N mayor o igual 57)

else
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filas=2*Nx(N+1); % Numero total de filas del
%0perador Gradiente
columnas=N*x(N+4); % Namero total de columnas
%del Operador Gradientes

end

%Primera fila de cada uno de los bloques

%hcorrespondientes a las componentes en el eje X

i=1;

for J=(N+1) : (N+2) : (columnas- (2xN+1))
G(17J)=_8/3;
G(13J+1)=3,

G(i,j+2)=-1/3;

%Filas interiores de cada uno de los bloques
hcorrespondientes a las componentes en el eje X
for r=0:(N-2)

G(i+1+r, j+l+r)=-1;

G(i+1l+r, j+2+r)=1;
end
i=i+(N+1);

end

%01ltima fila de cada uno de los bloques
hcorrespondientes a las componentes en el eje X
i=(N+1);
for j=2xN:(N+2):(columnas-(N+2))

G(i,j)=1/3;

G(i,j+1)=-3;

G(i,j+2)=8/3;

i=i+(N+1);
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end
%G=sparse(G)
oo o o T T T T T o o o o e hCONSTRUCCI AN DE Gy oo oo oo oo oo to oo o o o o
Yoo ToToTo oo o ol ToToTo oo o o o Jo ToTo oo o o o o ToToTo o o o o o o To T o o o o o o To T oo o o o o To T oo o o o T To T oo o o o
J%Primera fila de cada uno de los bloques
hcorrespondientes a las componentes en el eje Y
j=1
for i=(filas/2+1):(N+1):filas
G(i,j)=-8/3;
G(i,j+(N+1))=3;
G(i,j+(2*xN+3))=-1/3;

%Filas interiores de cada uno de los bloques correspondientes
%a las componentes en el eje Y
for p=0:(N-2)
G(i+1+p, j+(N+1)+(N+2)*p)=-1;
G(i+1+p, j+(2*%N+3)+(N+2) *p)=1;
end
J=3+1;

end

%0ltima fila de cada uno de los bloques
hcorrespondientes a las componentes en el eje Y
j=(columnas- (3*N+2)) ;
for i=(filas/2+(N+1)):(N+1):filas

G(i,j)=1/3;

G(i,j+(N+2))=-3;

G(i,j+(2%N+3))=8/3;

J=j+1;

end
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G=sparse(G)

display(’El Operador Gradiente Mimético de Segundo Orden
es de dimensidn:’)

size(G)

spy (G)

QExtend=eye (columnas) ;

return;
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Apéndice F

OPERADORES DISCRETOS DE
CUARTO ORDEN EN 2D:
CALCULOS MATLAB

En este apéndice puede verse el codigo en Matlab 7.0 implementado para calcular
los operadores de divergencia y gradiente de cuarto orden. Se han omitido las salidas

para que el lector haga las pruebas.

Divergencia Discreta

function D=OperadorDivergencia4 (k,N) clc; format rational

if N<11
display(’Introduzca un N mayor o igual 11°)

else

filas=N*N; columnas=2*xNx(N + 1);
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end

%Primera fila de cada uno de los bloques,

hcorrespondientes a las componentes en X

i=1;

for j=1:(N+1):columnas/2
D(i,j)=-4751/5192;
D(i,j+1)=909/1298;
D(i,j+2)=6091/15576;
D(i,j+3)=-1165/5192;
D(i,j+4)=129/2596;
D(i,j+5)=-25/15576;

%Filas interiores de cada uno de los bloques,
hcorrespondientes a las componentes en X
for r=0:N-3
D(i+1+r,j+r)=1/24;
D(i+1+r,j+1+r)=-9/8;
D(i+1+r, j+2+r)=9/8;
D(i+1+r, j+3+r)=-1/24;
end
i=i+N;

end

%U0ltima fila de cada uno de los bloques,

hcorrespondiente a las componentes en X

i=N+1;

for j=N-4:N+1:columnas/2
D(i-1,j)=25/15576;
D(i-1,j+1)=-129/2596;
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D(i-1,j+2)=1165/5192;
D(i-1,j+3)=-6091/15576;
D(i-1,j+4)=-909/1298;
D(i-1,j+5)=4751/5192;
i=i+N;
end
ot T T o T T T o o T T o o T o o o T o o 7o Y s CON'STRUCCT AN DE Dy et oo oo oo oo o oo o oo
Tolo o oo oo o oo oo ToToToToToToTo oo o 1o 1o o fo o o o o o o o o o o To o ToToToToTo oo oo oo oo oo o o o o o o o o o To T To To To T o
J%Primera fila de cada uno de los bloques, correspondientes
%a las componentes en Y
i=1;
for j=columnas/2+1:N+1:columnas
D(i,j)=-4751/5192;
D(i,j+1)=909/1298;
D(i,j+2)=6091/15576;
D(i,j+3)=-1165/5192;
D(i,j+4)=129/2596;
D(i,j+5)=-25/15576;
i=i+1;

end

%Filas interiores de cada uno de los bloques,
hcorrespondientes a las componentes en Y
p=0;
for i=N+1:N:filas-(2xN-1)
w=1i;
for j=(columnas/2+1)+p:N+1:columnas
D(w,j)=1/24;
D(w,j+1)=-9/8;
D(w,j+2)=9/8;
D(w,j+3)=-1/24;
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w=w+1;
end
p=p*1;
end

%01ltima fila de cada uno de los bloques,

hcorrespondientes a las componentes en Y

i=filas-(N-1);

for j=columnas/2+(N-4):N+1:columnas
D(i,j)=25/15576;
D(i,j+1)=-129/2596;
D(i,j+2)=1165/5192;
D(i,j+3)=-6091/15576;
D(i,j+4)=-909/1298;
D(i,j+5)=4751/5192;
i=i+1;

end

D=sparse(D) %0perador de Divergencia

display(’El Operador de Divergencia Mimético de Cuarto
Orden es de dimensidn:’)

size (D)

spy (D)

return;
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Gradiente Discreto

function G = OperadorGradiente4 (k,N)
%clc;

format rational

if N<11 %Ndmero minimo de celdas sobre el cual se
%desea calcular el Operador Gradiente
display(’Introduzca un N mayor o igual a 117)

else

filas=2xNx(N+1); % Nimero total de filas del
%0perador Gradiente

columnas=N*(N+4); % Nuamero total de columnas del
%0perador Gradiente

end

%Primera fila de cada uno de

%los bloques correspondientes a Gx

i=1;

for j=N+1:N+2:columnas- (2*N+1)
G(i,j)=-1152/407;
G(i,j+1)=10063/3256;
G(i,j+2)=2483/9768,;
G(i,j+3)=-3309/3256;
G(i,j+4)=2099/3256;
G(i,j+5)=-697/4884;
i=i+(N+1);

end
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Cuarto Orden: Calculos Matlab

%Segunda fila de cada uno de los

%bloques correspondientes a Gx

i=2;

for j=N+2:N+2:columnas- (N+4)
G(i,j)=-11/12;
G(i,j+1)=17/24;
G(i,j+2)=3/8;
G(i,j+3)=-5/24;
G(1i,j+4)=1/24;

%Filas interiores de cada uno de

%los bloques correspondientes a Gx

for r=0:N-4
G(i+1+r, j+r)=1/24;
G(i+1l+r,j+1+r)=-9/8;
G(i+1+r, j+2+r)=9/8;
G(i+l+r, j+3+r)=-1/24;

end

i=i+(N+1);

end

Y%Pentiltima fila de cada uno

%de los bloques correspondientes a Gx

i=N;

for j=2%N-3:N+2:columnas-(N+5)
G(i,j)=-1/24;
G(i,j+1)=5/24;
G(i,j+2)=-3/8;
G(1,j+3)=-17/24;
G(i,j+4)=11/12;
i=i+(N+1);
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end

%0ltima fila de cada uno de los bloges

hcorrespondientes a Gx

i=N+1;

for j=2*N-3:N+2:columnas- (N+5)
G(i,j)=697/4884;
G(i,j+1)=-2099/3256;
G(i,j+2)=3309/3256;
G(i,j+3)=-2483/9768;
G(i,j+4)=-10063/3256;
G(i,j+b5)=1152/407;
i=i+(N+1);

end

It T T b T T T o o T T o o o7 Te CONSTRUCCTIAN  DE Gy he e oot oo o o To oo o T oo o T oo o T oo
Tolo o oo oo oo ToToToToToToToToTo oo 1o 1o o fo o o o o o o o o o o o To o T To o oo oo oo oo o o o o o o o o o Jo o To T T

%Primera fila de cada uno de los

%hbloques correspondientes a Gy

J=1;

for i=filas/2+1:N+1:filas
G(i,j)=-1152/407;
G(i,j+N+1)=10063/3256;
G(i,j+2%N+3)=2483/9768;
G(i, j+3*N+5)=-3309/3256;
G(i,]j+4*N+7)=2099/3256;
G(i,j+b*N+9)=-697/4884;

%Segunda fila de cada uno de los
hbloques correspondientes a Gy

G(i+1,j+N+1)=-11/12;
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G(i+1, j+2*N+3)=17/24;
G(i+1,j+3*N+5)=3/8;

G(i+1, j+4*N+7)=-5/24;
G(i+1, j+5*N+9)=1/24;

WFilas interiores de cada uno

%de los bloques correspondientes a Gy

for p=0:N-4
G(i+2+p, j+(N+1)+(N+2)*xp)=1/24;
G(i+2+p, j+2*N+3+(N+2) *p)=-9/8;
G(i+2+p, j+3*N+5+(N+2) *p)=9/8;
G(i+2+p, j+4xN+7+(N+2) *p)=-1/24;

end

J=i+1;

end

%Pentltima fila de cada uno de los bloques

hcorrespondientes a Gy

j=columnas- (7*N+3) ;

for i=filas/2+N+1:N+1:filas
G(i-1,j+N-5)=-1/24;
G(i-1,j+2*N-3)=5/24;
G(i-1,j+3*N-1)=-3/8;
G(i-1,j+4*N+1)=-17/24;
G(i-1,j+5*N+3)=11/12;

%0ltima fila de cada uno de los bloques
hcorrespondientes a Gy
G(i,j+N-5)=697/4884;
G(i,j+2%N-3)=-2099/3256;
G(i,j+3*N-1)=3309/3256;
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G(i,j+4*N+1)=-2483/9768;
G(i,j+5*N+3)=-10063/3256;
G(i,j+6%N+4)=1152/407;
j=j+1;

end

G=sparse(G)

display (’El Operador Gradiente Mimético de
Cuarto Orden es de dimensidn:’)

size(G)

spy (G)

return;

]_5]. Universidad de Carabobo, FaCyT-Matemaéticas



Apéndice G

OPERADORES DISCRETOS DE
SEGUNDO ORDEN EN 2D:
CALCULOS MAPLE

Divergencia Discreta

> restart;

> with(linalg):

> with(plots):

> with(LinearAlgebra):

> N:=5: Numero de celdas del mallado

> M:=(N+1):

> filas:=N"2:Nimero total de filas del Operador de Divergencia

> columnas:=2xN*(N+1) :NGmero total de columnas del Operador Gradiente

> Div:=RandomMatrix(columnas,filas,density=0):



APENDICE G Segundo Orden: Calculos Maple

ESTRUCTURA CORRESPONDIENTE A LAS COMPONENTES EN X DEL OPERADOR
DE DIVERGENCIA BIDIMENSIONAL

ORDEN: 2-2-2
>contl:=1:
> i:=1:
> ji=1:
> while i<=(filas) do
> if (i=cont1*N+1) then
> j:=itcontl:
> contl:=contl+1:
> end if
> Div[j,i]:=-1/hx:
> Div[j+1,i]:=1/hx:
> i:=i+1:
> ji=j+1:
> end do :

ESTRUCTURA CORRESPONDIENTE A LAS COMPONENTES EN Y DEL OPERADOR
DE DIVERGENCIA BIDIMENSIONAL

ORDEN: 2-2-2
:=(columnas/2+1):
for i from 1 by N to (filas) do

p:=0:

for j from t by (N+1) to (columnas-1) do
Div[j,i+p]:=-1/hy:
Div[j+1,i+p]:=1/hy:
p:=p*i;

end do :

t = t+1:

end do :
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Segundo Orden: Calculos Maple

vV V V V V V V

Spy:=sparsematrixplot(Div, ’color=blue’):

display(Spy) :

V:=array(1l..columnas,1..1):

for s from 0 by (N+1) to (filas-1) do
for t from 1 to (N+1) do
Vis+t,1] :=x[t] n;
V[s+t+(columnas/2),1] :=y[t] n;
end do :

end do :

Div:=transpose(Div):

DivV:=evalm(Div&*V) :

DivV:=simplify(subs({n=2,seq(x[i+1]=i*hx,i=0..N),
seq(y[i+1]=ix*hy,i=0..N)},evalm(Div&*V)));

[hx+hy] [7hx+5hy]
[3hx+hy] [9hx+5hy]
[hy+5hx] [hx+7hy]
[hy+7hx] [3hx+7hy]
[hy+9hx] [5hx+7hy]
[hx+3hy] [7hx+7hy]
DivV:=[3hx+3hy] [9hx+7hy]
[3hy+5hx] [hx+9hy]
[3hy+7hx] [3hx+9hy]
[3hy+9hx] [5hx+9hy]
[hx+5hy] [7hx+9hy]
[3hx+5hy] [9hy+9hx]
[5hx+5hy]
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Gradiente Discreto

restart;
with(linalg):
with(plots):

vV V V V

with(LinearAlgebra):

N:=5: Nimero de celdas del mallado
filas:=2xN*(N+1): Namero total de filas del Operador Gradiente

columnas:=N*(N+4): Numero total de columnas del Operador Gradiente

VvV V V V

Grad:= RandomMatrix(columnas,filas,density=0):

ESTRUCTURA CORRESPONDIENTE A LAS COMPONENTES EN X DEL OPERADOR
GRADIENTE BIDIMENSIONAL

ORDEN: 2-2-2
i:=1:
> for j from (N+1) by (N+2) to (columnas-11) do
> Grad[j,i] :=-8/(3*hx):
> Grad[j+1,i] :=3/hx:
> Grad[j+2,i] :=-1/(3%hx):
>
> for r from 0 to (N-2) do
> Grad[j+1+r,i+1+r] :=-1/hx:
> Grad[j+2+r,i+1+r] :=1/hx:
> end do:
> i:=i+(N+1):
> end do :
> i:=(N+1):
> for j from 2#N by (N+2) to (columnas-(N+2)) do
> Grad[j,i]:=1/(3%hx):
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Grad[j+1,i] :=-3/hx:
Grad[j+2,1i] :=8/(3*hx):
i:=i+(N+1):

end do :

vV V V V

ESTRUCTURA CORRESPONDIENTE A LAS COMPONENTES EN Y DEL OPERADOR
GRADIENTE BIDIMENSIONAL

ORDEN: 2-2-2
j:=1:
> for i from (filas/2+1) by (N+1) to (filas) do
> Gradl[j,i] :=-8/(3%*hy):
> Grad[j+(N+1),i] :=3/hy:
> Grad [j+(2*N+3) ,i] :=-1/(3*hy) :
> for p from 0 to (N-2) do
> Grad[j+(N+1)+(N+2)*p,i+1+p] :=-1/hy:
> Grad [j+(2*N+3)+(N+2) *p,i+1+p] :=1/hy:
> end do :
> ji=j+1:
> end do :
> j:=(columnas-(3*N+2)):
> for i from (filas/2+(N+1)) by (N+1) to (filas) do
> Gradl[j,i]:=1/(3*hy):
> Grad[j+(N+2),i] :=-3/hy:
> Grad[j+(2*N+3),i] :=8/(3*hy) :
> ji=j+1:
> end do :

> Spy:=sparsematrixplot(Grad, ’color=blue’):display(Spy):

> f:=array(1l..columnas,1..1):
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for i from 1 to N do
fli,1]:=x[i+1/2]"n+y[1]°n;
f[N*(N+3)+1i,1] :=x[i+1/2] "n+y [N+1] "n;
fLN+1)+(1-1)*(N+2) ,1] :=x[1] "n+y [i+1/2] "n;

for j from 1 to N do
fIN+(i-1)*(N+2)+1+5,1] :=x[j+1/2] “n+y [i+1/2] °n;
end do :
f [N+i*(N+2),1] :=x[N+1] “n+y[i+1/2] "n;

vV vV VvV VvV V V V V VvV V

end do :

> Grad:=transpose(Grad) :Gradf :=evalm(Grad&*f) :

> Gradf:=simplify(subs({n=2,seq(x[i+1]=i*hx,i=0..N),
seq(x[i+1/2]1=(i-1/2)*hx,i=1..N),seq(y[i+1]=i*hy,i=0..N)
,seq(y[i+1/2]=(i-1/2)*hy,i=1..N)},evalm(Gradf)));
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Segundo Orden: Calculos Maple

Gradf :=

(o]
[2hx]
[4hx]
[6hx]
[8hx]
[10hx]
(o]
[2hx]
[4hx]
[6hx]
[8hx]
[10hx]
(o]
[2hx]
[4hx]
[6hx]
[8hx]
[10hx]
(o]
[2hx]
[4hx]
[6hx]
[8hx]
[10hx]
(o]
[2hx]
[4hx]
[6hx]
[8hx]
[10hx]

[0]
[2hy]
[4hy]
[6hy]
[8hy]
[10hy]
[0]
[2hy]
[4hy]
[6hy]
[8hy]
[10hy]
[0]
[2hy]
[4hy]
[6hy]
[8hy]
[10hy]
[0]
[2hy]
[4hy]
[6hy]
[8hy]
[10hy]
[0]
[2hy]
[4hy]
[6hy]
[8hy]
[10hy]
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Apéndice H

OPERADORES DISCRETOS DE
CUARTO ORDEN EN 2D:
CALCULOS MAPLE

Divergencia Discreta

> restart;

> with(linalg):

> with(plots):

> with(LinearAlgebra):

> N:=11: Numero de celdas del mallado

> filas:=N"2: Nimero total de filas del Operador de Divergencia

> columnas:=2*N*(N + 1): Namero total de columnas del Operador de Divergencia

> Div := RandomMatrix(columnas,filas, density=0):



APENDICE H Cuarto Orden: Calculos Maple

ESTRUCTURA CORRESPONDIENTE A LAS COMPONENTES EN X DEL OPERADOR DE
DIVERGENCIA BIDIMENSIONAL
ORDEN: 4-4-4

for j from 1 by (N+1) to (columnas/2) do
Div[j,1]:=-4751/(5192%hx) :
Div[(j+1),1i]:=909/ (1298%hx) :
Div[(j+2),1]:=6091/(15576%hx) :
Div[(j+3),i]:=-1165/(5192*hx) :
Div[(j+4),1i]:=129/(2596%hx) :
Div[(j+5),i] :=-25/(15576%hx) :

vV V V V V V V

for r from 0 to (N-3) do
Div[(j+r),i+r+1]:=1/(24*hx):
Div[(j+1)+r,i+r+1] :=-9/(8%hx):
Div[(j+2)+r,i+r+1] :=9/(8*hx) :
Div[(j+3)+r,i+r+1] :=-1/(24*hx):

end do :

1:=1+N:

end do :

vV V V V V V V V

i:=(N+1):
for j from (N-4) by (N+1) to (columnas/2) do

Div[j,i-1]:=25/(15576%hx) :
Div[(j+1),i-1]:=-129/(2596%hx) :
Div[(j+2),i-1]1:=1165/(5192%hx) :
Div[(j+3),i-1]:=-6091/(15576%hx) :
Div[(j+4),i-1]:=-909/(1298%hx) :
Div[(j+5),i-1]1:=4751/(5192%hx) :

i:=i+N:

end do:
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ESTRUCTURA CORRESPONDIENTE A LAS COMPONENTES EN Y DEL OPERADOR DE
DIVERGENCIA BIDIMENSIONAL

ORDEN: 4-4-4
i:=1
> for j from (columnas/2+1) by (N+1) to (columnas) do
> Div([j,1i]:=-4751/(5192*hy) :
> Div[j+1,1]:=909/ (1298*hy) :
> Div[j+2,1]:=6091/(15576%hy) :
> Div[j+3,1]:=-1165/(5192%hy) :
> Div[j+4,1]:=129/(2596%*hy) :
> Div[j+5,1] :=-25/(15576%hy) :
> i:=i+1:
> end do:
> p:=0:
> for i from (N+1) by N to (filas-(2xN-1)) do
> w:=i:
> for j from ((columnas/2+1)+p) by (N+1) to (columnas) do
> Div[j,w] :=1/(24*hy) :
> Div[j+1,w] :=-9/(8%hy):
> Div[j+2,w] :=9/(8*hy) :
> Div[j+3,w] :=-1/(24*hy) :
> wi=w+l:
> end do :
> p:=p+il:
> end do :
> i:=(filas-(N-1)):
> for j from (columnas/2+(N-4)) by (N+1) to (columnas) do
> Div[j,i] :=25/(15576%hy) :
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> Div[j+1,1i]:=-129/(2596%*hy) :

> Div[j+2,1]:=1165/(5192xhy) :

> Div[j+3,1i] :=-6091/(15576%hy) :
> Div[j+4,1]:=-909/(1298*hy) :

> Div[j+5,1] :=4751/(5192*hy) :

> i:=i+1:

> end do :

> Spy:=sparsematrixplot(Div,’color=blue’):

> display(Spy):

> V:=array(1l..columnas,1..1):

> for s from O by (N+1) to (filas-1) do
> for t from 1 to (N+1) do

> Vis+t,1] :=x[t] n;

> V[s+t+(columnas/2),1] :=y[t] n;

> end do :

> end do :

> Div:=transpose(Div):

> DivV:=evalm(Div&*V) :

> DivV:=simplify(subs({n=2,seq(x[i+1]=i%*hx,i=0..N),
seq(y[i+1]=i*hy,i=0..N)},evalm(Div&*V)));
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Cuarto Orden: Calculos Maple

DivV :

[hx+hy]
[3hx+hy]
[Shx+hy]
[7hx+hy]
[9hx+hy]
[11hx+hy]
[13hx+hy]
[15hx+hy]
[17hx+hy]
[19hx+hy]
[21hx+hy]
[hx+3hy]
[3hx+3hy]
[5hx+3hy]
[7hx+3hy]
[9hx+3hy]
[11hx+3hy]
[13hx+3hy]
[15hx+3hy]
[17hx+3hy]
[19hx+3hy]
[21hx+3hy]
[hx+5hy]
[3hx+5hy]
[Shx+5hy]
[7hx+5hy]
[9hx+5hy]
[11hx+5hy]
[13hx+5hy]
[15hx+5hy]
[17hx+5hy]
[19hx+5hy]
[21hx+5hy]
[hx+7hy]
[3hx+7hy]
[Shx+7hy]
[7hx+7hy]
[9hx+7hy]
[11hx+7hy]
[13hx+7hy]
[15hx+7hy]
[17hx+7hy]
[19hx+7hy]
[21hx+7hy]
[hx+9hy]
[3hx+9hy]
[5hx+9hy]
[7hx+9hy]
[9hx+9hy]
[11hx+9hy]
[13hx+9hy]
[15hx+9hy]
[17hx+9hy]
[19hx+9hy]
[21hx+9hy]
[hx+11hy]
[3hx+11hy]
[Shx+11hy]
[7hx+11hy]
[9hx+11hy]

[11hx+11hy]
[13hx+11hy]
[15hx+11hy]
[17hx+11hy]
[19hx+11hy]
[21hx+11hy]
[hx+13hy]
[3hx+13hy]
[5hx+13hy]
[7hx+13hy]
[9hx+13hy]
[11hx+13hy]
[13hx+13hy]
[15hx+13hy]
[17hx+13hy]
[19hx+13hy]
[21hx+13hy]
[hx+15hy]
[3hx+15hy]
[Shx+15hy]
[7hx+15hy]
[9hx+15hy]
[11hx+15hy]
[13hx+15hy]
[15hx+15hy]
[17hx+15hy]
[21hx+15hy]
[hx+17hy]
[3hx+17hy]
[5hx+17hy]
[7hx+17hy]
[9hx+17hy]
[11hx+17hy]
[13hx+17hy]
[15hx+17hy]
[17hx+17hy]
[19hx+17hy]
[21hx+17hy]
[hx+19hy]
[3hx+19hy]
[5hx+19hy]
[7hx+19hy]
[9hx+19hy]
[11hx+19hy]
[13hx+19hy]
[15hx+19hy]
[17hx+19hy]
[19hx+19hy]
[21hx+19hy]
[hx+21hy]
[3hx+21hy]
[Shx+21hy]
[7hx+21hy]
[9hx+21hy]
[11hx+21hy]
[13hx+21hy]
[15hx+21hy]
[17hx+21hy]
[19hx+21hy]
[21hx+21hy]
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Gradiente Discreto

restart;

with(linalg) :with(plots) :with(LinearAlgebra) :

N:=11: Nimero de celdas del mallado

filas:=2xN*x(N+1): Namero de filas del Operador Gradiente

vV V V V V

columnas:=N*x(N+4): Nimero de columnas del Operador Gradiente

> Grad:= RandomMatrix(columnas,filas,density=0):

ESTRUCTURA CORRESPONDIENTE A LAS COMPONENTES EN X DEL OPERADOR
GRADIENTE BIDIMENSIONAL

ORDEN: 4-4-4
> i:=1
> for j from (N+1) by (N+2) to (columnas-(2*N+1)) do
> Grad[j,i] :=-1152/(407*hx): Primera fila de cada uno de los
bloques correspondiente a Gx
> Grad[j+1,1i] :=10063/(3256%*hx) :
> Grad[j+2,1] :=2483/(9768%hx) :
> Grad[j+3,1] :=-3309/ (3256%hx) :
> Grad[j+4,1] :=2099/ (3256*hx) :
> Grad[j+5,1] :=-697/(4884%hx) :
> i:=1+(N+1):
> end do :
> i:=2:
> for j from (N+2) by (N+2) to (columnas-(N+4)) do
> Grad[j,i]:=-11/(12%hx):  Segunda fila de cada uno de los
bloques correspondiente a Gx
> Grad[j+1,i]:=17/(24%hx):
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Vv

Vv

\

Vv

YV vV V VvV V V V V VvV V

\4

Grad[j+2,1i] :=3/(8*hx) :
Grad[j+3,1i] :=-5/(24*hx) :
Grad[j+4,i] :=1/(24%hx) :
for r from 0 to (N-4) do
Grad[j+r,i+1+r]:=1/(24%hx): Filas interiores de cada uno de
los bloques correspondientes a Gx
Grad[j+1+r,i+1+r] :=-9/(8*hx):
Grad[j+2+r,i+1+r] :=9/(8%hx) :
Grad[j+3+r,i+1+r] :=-1/(24%hx) :
end do :
i:=i+(N+1):
end do :
1:=N:
for j from (2#N-3) by (N+2) to (columnas-(N+5)) do
Grad[j,i]:=-1/(24%hx): Pendltima fila de cada uno de los
bloques correspondientes a Gx
Grad[j+1,i] :=5/(24*hx) :
Grad[j+2,i] :=-3/(8*hx) :
Grad[j+3,i] :=-17/(24%hx) :
Grad[j+4,i] :=11/(12%hx) :
i:=i+(N+1):
end do :
i:=(N+1):
for j from (2%N-3) by (N+2) to (columnas-(N+5)) do
Grad[j,i] :=697/(4884%hx): Ultima fila de cada uno de los
bloques correspondientes a Gx
Grad[j+1,1] :=-2099/ (3256%hx) :
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Grad[j+2,1] :=3309/(3256%hx) :
Grad[j+3,1] :=-2483/(9768*hx) :
Grad[j+4,1i] :=-10063/(3256%*hx) :
Grad[j+5,1] :=1152/(407*hx) :
ir=i+(N+1):

end do :

vV V V V V V

ESTRUCTURA CORRESPONDIENTE A LAS COMPONENTES EN Y DEL OPERADOR
GRADIENTE BIDIMENSIONAL
ORDEN: 4-4-4

> j:=1:
for i from (filas/2+1) by (N+1) to (filas) do
Gradl[j,i]:=-1152/(407*hy) : Primera fila de cada uno de los

\2

Vv

bloques correspondientes a Gy
Grad[j+(N+1),1] :=10063/ (3256%hy) :
Grad [j+2#N+3,1] :=2483/(9768*hy) :
Grad[j+3*N+5,1] :=-3309/ (3256%*hy) :
Grad [j+4*N+7,1i] :=2099/ (3256%hy) :
Grad [j+5*N+9,i] :=-697/(4884*hy) :

vV V V VvV V

> Grad[j+(N+1),i+1] :=-11/(12%hy): Segunda fila de cada uno de los
bloques correspondientes a Gy

Grad [j+2*N+3,i+1] :=17/(24*hy) :

Grad[j+3*N+5,i+1] :=3/(8%hy) :

Grad [j+4*N+7,i+1] :=-5/(24*hy) :

Grad [j+5*N+9,i+1] :=1/(24%hy) :

vV V V V

> for p from 0 to (N-4) do
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> Grad[j+(N+1)+(N+2)*p,i+2+p] :=1/(24*hy) :Filas interiores de cada uno de

los bloques correspondientes a Gy

> Grad [j+2*N+3+(N+2) *p,i+2+p] :=-9/ (8*hy) :

> Grad [j+3*N+5+(N+2) *p,i+2+p] : =9/ (8*hy) :

> Grad [j+4*N+7+(N+2)*p,i+2+p] : =-1/(24*hy) :

> end do :

> ji=j+1:

> end do :

> j:=(columnas- (7*N+3)):

> for i from ((filas/2)+(N+1)) by (N+1) to (filas) do

> Grad[j+N-5,i-1]:=-1/(24%hy): Penultima fila de cada uno de los

bloques correspondientes a Gy
Grad[j+2*N-3,i-1] :=5/(24*hy) :
Grad[j+3*N-1,i-1]:=-3/(8*hy) :
Grad[j+4*N+1,i-1] :=-17/(24%hy) :
Grad [j+6*N+3,i-1]:=11/(12xhy) :

V V V V

> Grad[j+N-5,1] :=697/(4884xhy): Ultima fila de cada uno de los
bloques correspondientes a Gy

Grad[j+2xN-3,1] :=-2099/ (3256*hy) :

Grad[j+3*N-1,1]:=3309/ (3256%hy) :

Grad [j+4*N+1,1i] :=-2483/(9768*hy) :

Grad[j+5xN+3,1] :=-10063/ (3256%*hy) :

Grad [j+6xN+4,i] :=1152/ (407*hy) :

vV V V V V V

ji=j+1:
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> end do :

> Spy:=sparsematrixplot(Grad,’color=blue’):

> display(Spy):

> f:=array(1l..columnas,1..1):

for i from 1 to N do
fli,1]:=x[i+1/2]"n+y[1] n;
fN*(N+3)+i,1] :=x[i+1/2] “n+y [N+1]"n;
FLON+D)+(i-1)*(N+2) ,1] :=x[1] "n+y[i+1/2] "n;

vV V V V

> for j from 1 to N do
> fIN+(1-1)*(N+2)+1+j,1] :=x[j+1/2] "n+y[i+1/2] "n;
> end do :

> f[N+i*(N+2),1] :=x[N+1]"n+y[i+1/2]"n;
> end do :

> f:=evalm(f):

> Grad:=transpose(Grad) :

> Gradf :=evalm(Grad&x*f) :

> Gradf:=simplify(subs({n=2,seq(x[i+1]=i*hx,i=0..N),
seq(x[i+1/2]=(i-1/2)*hx,i=1..N),seq(y[i+1]=ix*hy,i=0..N),
seq(y[i+1/2]1=(i-1/2)*hy,i=1..N)},evalm(Gradf)));
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Gradf :=

[o]
[2hx]
[4hx]
[6hx]
[8hx]
[10hx]
[12hx]
[14hx]
[16hx]
[18hx]
[20hx]
[22hx]
[o01]
[2hx]
[4hx]
[6hx]
[8hx]
[10hx]
[12hx]
[14hx]
[16hx]
[18hx]
[20hx]
[22hx]
[o0]
[2hx]
[4hx]
[6hx]
[8hx]
[10hx]
[12hx]
[14hx]
[16hx]
[18hx]
[20hx]
[22hx]
[o0]
[2hx]
[4hx]
[6hx]
[8hx]
[10hx]
[12hx]
[14hx]
[16hx]
[18hx]
[20hx]
[22hx]
[o0]
[2hx]
[4hx]
[6hx]
[8hx]
[10hx]
[12hx]
[14hx]
[16hx]
[18hx]
[20hx]
[22hx]
[o]
[2hx]
[4hx]
[6hx]
[8hx]
[10hx]

[12hx]
[14hx]
[16hx]
[18hx]
[20hx]
[22hx]
[o]
[2hx]
[4hx]
[6hx]
[8hx]
[10hx]
[12hx]
[14hx]
[16hx]
[18hx]
[20hx]
[22hx]
[o0]
[2hx]
[4hx]
[6hx]
[8hx]
[10hx]
[12hx]
[14hx]
[16hx]
[18hx]
[20hx]
[22hx]
[o1]
[2hx]
[4hx]
[6hx]
[8hx]
[10hx]
[12hx]
[14hx]
[16hx]
[18hx]
[20hx]
[22hx]
[o]
[2hx]
[4hx]
[6hx]
[8hx]
[10hx]
[12hx]
[14hx]
[16hx]
[18hx]
[20hx]
[22hx]
[o]
[2hx]
[4hx]
[6hx]
[8hx]
[10hx]
[12hx]
[14hx]
[16hx]
[18hx]
[20hx]
[22hx]

[o 1]
[2hy 1]
[4hy 1
[6hy 1
[8hy 1
[10hy]
[12hy]
[14hy]
[16hy]
[18hy]
[20hy]
[22hy]
[o0]
[2hy]
[4hy]
[6hy]
[8hy]
[10hy]
[12hy]
[14hy]
[16hy]
[18hy]
[20hy]
[22hy]
[o]
[2hy]
[4hy]
[6hyl
[8hy]
[10hy]
[12hy]
[14hy]
[16hy]
[18hy]
[20hy]
[22hy]
[o0]
[2hy]
[4hy]
[6hy]
[8hyl
[10hy]
[12hy]
[14hy]
[16hy]
[18hy]
[20hy]
[22hy]
[0]
[2hy]
[4hy]
[6hy]
[8hy]
[10hy]
[12hy]
[14hy]
[16hy]
[18hy]
[20hy]
[22hy]
[o]
[2hy]
[4hy]
[6hy]
[8hyl
[10hy]
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[12hy]
[14hy]
[16hy]
[18hy]
[20ny]
[22hy]
[o0]
[2hy]
[4hy]
[6hyl
[8hy]
[10hy]
[12hy]
[14hy]
[16hy]
[18hy]
[20hy]
[22hy]
[o]
[2hy]
[4hy]
[6hy]
[8hyl
[10hy]
[12hy]
[14hy]
[16hy]
[18hy]
[20hy]
[22hy]
[ol
[2hy]
[4hy]
[6hy]
[8hy]
[10hy]
[12hy]
[14hy]
[16hy]
[18hy]
[20hy]
[22hy]
[o0]
[2hy]
[4hy]
[6hy]
[8hyl
[10hy]
[12hy]
[14hy]
[16hy]
[18hy]
[20hy]
[22hy]
[o0]
[2hy]
[4hy]
[6hy]
[8hyl
[10hy]
[12hy]
[14hy]
[16hy]
[18hy]
[20hy]
[22hy]

Universidad de Carabobo, FaCyT-Matematicas



Apéndice 1

OPERADORES DISCRETOS DE
FRONTERA Y LAPLACIANO EN
2D: CALCULOS MATLAB

En éste apéndice se muestra el codigo principal en matlab, en donde se unen todas
las rutinas vistas en los apéndices E y F, ademas de calcularse el operador de frontera

B y el operador laplaciano.

LSS h% %Y, OPERADORES DIFERENCIALES DISCRETOS MIMETICOS EN 2D Y%U%hhhhhSehshhhosh

clear all; clc;
int k; % Orden k requerido en el operador
int N; % Nimero de celdas del mallado sobre el cual se

% requiere calcular el Operador

k=1; while(k™=2 & k™=4) clc;
k=input (’ Introduzca el orden k del Operador : ’)

N=input (’Introduzca el nimero de celdas N : ?)



APENDICE I Operador frontera y laplaciano: Calculos Matlab

switch k
case 2
D=0OperadorDivergencia2(k,N); %0Operador Divergencia de Orden 2
subplot(2,2,1);
spy (D) ;

title(’Operador de Divergencia Bidimensional de Orden 2°)

G=0OperadorGradiente2(k,N); Y0Operador Gradiente de Orden 2
subplot(2,2,2);
spy (G) ;

title(’Operador Gradiente Bidimensional de Orden 2’)

Lap=(D*G) %0perador Laplaciano

display (’El Operador Laplaciano Mimético es de dimensidn:’)
size(Lap)

subplot(2,2,3);

spy (Lap) ;

title(’Operador Laplaciano Bidimensional’)

Qhat=eye (N* (N+4)) ;

Dhat=[zeros (2*N,2*N* (N+1)) ;D;zeros (2N, 2xN*x (N+1) )] ;

P=eye (2*N* (N+1) ) ;

P(1,1)=3/8;

P(2,2)=9/8;

P (2+N* (N+1) , 2%N* (N+1) )=3/8;

P(2xN* (N+1)-1,2«N*x(N+1)-1)=9/8;

B=sparse (Qhat*Dhat+G’*P) Y0Operador de Frontera

display(’El Operador de Frontera Mimético B es de dimensidn:’)

size(B)
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subplot(2,2,4);
spy(B) ;

title(’Operador de Frontera Bidimensional’)

case 4

D=0OperadorDivergencia4(k,N); %Operador de Divergencia de Orden 4
subplot(2,2,1);

spy (D) ;

title(’Operador de Divergencia Bidimensional de Orden 4°’)

G=OperadorGradiente4(k,N); Y0perador Gradiente de Orden 4
subplot(2,2,2);
spy (G) ;

title(’Operador Gradiente Bidimensional de Orden 4’)

Lap=(D*G) %0perador Laplaciano

display(’El Operador Laplaciano Mimético es de dimensidn:’)
size(Lap)

subplot(2,2,3);

spy (Lap) ;

title(’Operador Laplaciano Bidimensional’)

Qhat=eye (N*(N+4)) ;
Qhat(1,1)=649/576;

Qhat (2,2)=143/192;

Qhat (3,3)=75/64;

Qhat (4,4)=551/576;

Qhat (N* (N+4) -3,N*(N+4) -3)=551/576;
Qhat (N*x (N+4) -2 ,Nx (N+4) -2)=75/64;
Qhat (N* (N+4) -1 ,N*x(N+4)-1)=143/192;
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Qhat (N* (N+4) ,Nx(N+4) )=649/576;
Dhat=[zeros (2xN,2*N* (N+1)) ;D;zeros (2*xN,2xN*x (N+1) )] ;
P=eye (2*N* (N+1)) ;

P(1,1)=407/1152;

P(2,2)=473/384;

P(3,3)=343/384;

P(4,4)=1177/1152;

P(2*xN* (N+1)-3,2*N*x(N+1)-3)=1177/1152;
P(2%N* (N+1)-2,2*N*(N+1) -2)=343/384;
P(2*N*x(N+1)-1,2%N*x(N+1)-1)=473/384;
P(2%N* (N+1) ,2*N*x(N+1))=407/1152;

B=sparse (Qhat*Dhat+G’*P) Y0Operador de Frontera

display(’El Operador de Frontera Mimético B es de dimensidn:’)
size(B)

subplot(2,2,4);

spy (B) ;

title(’Operador de Frontera Bidimensional’)

otherwise
display(’Introduzca k=2 o k=4. Pulse Enter para continuar’);
pause

end

end
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