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Resumen

En este trabajo se presentan los resultados preliminares de la simulacién de flujo
de fluidos en dos dimensiones basadas en métodos conservativos, resolviendo
numéricamente las ecuaciones de Navier-Stokes y de compresibilidad artificial
en 2D, haciendo uso de la libreria UCSparseLib [?] aplicando la técnica de
Confinamiento de la Vorticidad. Se presenta un esquema numérico implicito
para 2D, haciendo uso del método Castillo-Grone 2-2-2 [?]. Adema4s, se crearon
herramientas necesarias para la visualizacién final de resultados haciendo uso de
OpenGL. En cuanto a los resultados: después de varias pruebas, se eligié un
grupo de seis de estas, las cuales son presentados en este trabajo, dichos casos
convergieron en su totalidad a la solucién deseada, mostrando en la simulacion
un comportamiento en concordancia con la realidad y las fuentes bibliograficas
consultadas. De todos los métodos que se encuentran en UCSparseLiib y que fueron
utilizados en las pruebas: BiCGstab, BiCG, ConjGrad y GMRES; el ultimo fue el

que mostré un mejor desempeno.
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Introduccion

El control de flujo de fluidos ha emergido recientemente como una importante
area de investigacién cientifica y tecnoldgica. Esto se debe a la amplia gama de
importantes aplicaciones en las que es extremadamente 1til tener un conocimiento
apropiado de la mecénica de fluidos. En biomecanica el flujo de sangre y
fluido cerebral son de particular interés; en meteorologia e ingenieria oceanica,
para entender el movimiento del aire y las corrientes ocednicas, se requiere del
conocimiento de la mecanica de fluidos; los ingenieros quimicos deben comprender
la mecanica de fluidos para disenar los diferentes equipos de procesamiento
quimico; los ingenieros aeronduticos utilizan su conocimiento de fluidos para
incrementar al maximo la fuerza de elevacién, reducir al minimo el retardo de
aeronaves y para diseniar motores de reaccién; los ingenieros mecanicos disenan
bombas, turbinas, motores de combustién interna, compresores de aire, equipos de
aire acondicionado, para el control de contaminacion y plantas eléctricas con base
en el conocimiento apropiado de la mecanica de fluidos; y los ingenieros civiles
también utilizan los resultados obtenidos en el estudio de mecéanica de fluidos para
comprender el transporte de sedimentos y la erosion en rios, la contaminacion del
aire y agua, y asi disenar sistemas de tuberias, plantas de tratamiento de aguas

negras, canales de irrigacion, sistemas de control de inundaciones, presas y estadios

VII



deportivos cubiertos.

Surge entonces la simulaciéon computacional de la dindmica de fluidos (CFD, por
sus siglas en inglés) como una herramienta para la evaluacién e investigacién de
situaciones como estas sin necesidad de realizarlas, lo que ha llevado a muchos
investigadores dedicarse a resolver los problemas de orden numérico para cumplir

con estos objetivos, logrando asi reducir costos en tiempo, dinero y esfuerzo.

Desde hace algunas décadas, se ha trabajado en el desarrollo de teorias y métodos
numeéricos que son de gran importancia en la resolucion de ecuaciones diferenciales
de primer y segundo orden, los cuales permiten obtener aproximaciones cada vez
mas exactas a fin de modelar algin proceso dentro de un entorno controlado.
Nuevas técnicas numéricas como los Métodos de Diferencias Finitas Miméticas,
son evaluadas con el fin de brindar a los investigadores la facilidad de resolver
problemas en menor tiempo y reducir los costos de muchas pruebas en
comparacion al desarrollo manual. En estas técnicas de recientemente desarrollo,
los operadores discretos mantienen algunas propiedades fundamentales de los
operadores continuos de divergencia, gradiente y laplaciano, como la simetria y
la ley de conservacion. Atn estan siendo probadas a diferentes niveles desde el
punto de vista conceptual y es por ello que esta investigacion estaria colocando
precedentes tanto en el area numeérica, como en el campo de aplicacién al cual

esta siendo enfocada.

El deseo de simular procesos reales, entre ellos los de una refineria de crudo pesado
(petréleo), hace muy atractivo este tipo de investigacién, ya que la visualizacién
del comportamiento de los fluidos dentro de la refineria es un gran paso en el

diseno de proyectos de esa indole; también por el uso de multiples métodos para
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resolver las ecuaciones diferenciales que se involucran en este tipo de problemas.

En el primer capitulo se da a conocer el problema a resolver, los objetivos que
se persiguen, la justificacién y los antecedentes en las areas involucradas. En el
capitulo dos se introducen algunos conceptos basicos de la dindmica de fluidos
computacional y las ecuaciones diferenciales implicadas. Luego se exponen algunas
de las formulaciones més importantes para resolver ecuaciones diferenciales. El
analisis que se hace de los métodos es en términos de los procedimientos para
obtener una solucion aproximada, por lo que esta orientado al como se construye
la formulacién y no en el por qué la formulacién funciona, ya que ello escapa
de los alcances del presente trabajo. Es por ello que los conceptos matematicos
se mantendran lo mas simples posible. En el capitulo tres se hace el desarrollo
numérico de las ecuaciones planteadas en el capitulo uno, en términos de las
formulaciones miméticas. A continuacién, se presenta la implementacién de las
funciones necesarias, explicando las estructuras de datos creadas y los prototipos
de las principales funciones. En el capitulo cuatro se muestran los resultados
de las pruebas realizadas, asi como también las conclusiones, recomendaciones y
posibles trabajos futuros. En el apéndice A esta el cddigo fuente de las funciones

implementadas.

Como un aspecto de notacion, todas las variables escalares y vectores o matrices,
involucrados se expresan en letras italicas (ie: z, u, y) y letra negrilla (ie: u, £, A )
respectivamente, mientras que para aquellas variables o instrucciones involucradas

en la implementacién computacional se escribirdn con letra tipo (i.e: ii, TDMatrix)

IX



Capitulo 1

PLANTEAMIENTO DEL
PROBLEMA

1.1. Planteamiento del Problema

El modelado de fendémenos naturales es uno de los mayores problemas en la
animacion por computadoras. La dificultad proviene de la complejidad de
los modelos usados para describir el movimiento de dicho fenémeno, que en
la mayoria de los casos involucran necesariamente la solucién numérica de
Ecuaciones Diferenciales (ED) Ordinarias o Parciales, que pueden ser formuladas
en su mayoria mediante los operadores diferenciales invariantes de primer orden,
léase Divergencia y Gradiente. Por otra parte, es posible construir muchos
esquemas de diferencias finitas en base a los operadores discretos de Divergencia
y Gradiente. Comunmente, los operadores discretos tradicionales no mantienen

algunas propiedades fisicas de los operadores continuos; por lo tanto, ha surgido



la necesidad de desarrollar métodos que permitan obtener operadores que si
mantengan las leyes de conservacion, simetria, entre otros; dichos métodos han

sido denominados miméticos.

Recientemente se han desarrollado técnicas matriciales [?] para generar oper-
adores discretos miméticos tanto de la divergencia como del gradiente. Como
toda nueva técnica no ha sido utilizada en muchos problemas clésicos del campo
cientifico, lo que ha traido como consecuencia el incremento de investigadores

dedicados a su aplicacion en los diversos campos del quehacer de la ciencia.

En el presente trabajo se pretende simular el flujo de fluidos sobre sélidos
poligonales 2D utilizando la técnica del Confinamiento de la Vorticidad basado
en un sistema de ED conocidas como ecuaciones de Navier-Stokes para el fluido

no estacionario:

8% 8U$ 8UI 1 8]7 y ((921)1« 82U$> (1 1)

ot Uz ox Ty dy pOx * 0x? + Oy?

v, v, v, 19p 0*v,  D*v,
7y U — 1.2
ot +Uw8$+vy8y p8y+y<8a:2 +8y2 (1.2)



donde: v : es la viscosidad cinematica del fluido (constante)
p : es la densidad del fluido (constante)
p : es la presién del fluido en (x,y)
t : es el tiempo
v : es el vector velocidad

(z,y) € Q C R? variables dependientes

Lo anterior se puede escribir en funcion de los operadores continuos de divergencia,

gradiente y laplaciano, como:

Dv 1 9
- _ _ = 0O 1.
T pr+uV v oen (1.3)
En donde :
Vi = (Av,, Av,)’
_ (Op Op !
VP (&v’ 31/)
Dv  0Ov
E = g -+ U.VU
ov v\’
vo=(5r3)
v = (U:B,Uy)t
d%’a  O%a
Aa = @ —+ 8_2/2 a RQ — R



En (?7) y (??) se plantearon las ecuaciones de Navier - Stokes para el flujo de
fluido incompresible en 2D, pero es necesario definir otra ecuacién (ecuacién de

continuidad) que permita completar el sistema para que tenga solucion tnica:

Vuo=0 en (1.4)

El sistema de ecuaciones al ser tratado numéricamente y realizando una
discretizacion del dominio, se obtiene un conjunto de n ecuaciones lineales con

n incégnitas, representado por la forma:

Ax=Db
donde: A &€ R™ " es la matriz de coeficientes

x € R" es el vector de incognitas

b € R" es el vector de términos independientes

Para hallar una soluciéon numérica al sistema de ecuaciones en derivadas parciales,
se optard por el Método Castillo-Grone 2-2-2 [?] para construir los operadores
discretos miméticos. Al surgir un sistema de ecuaciones lineales, el mismo debe
ser resuelto por alguna biblioteca numérica. De esta manera se obtienen los
resultados que permitan evaluar las ventajas y desventajas del método planteado.
Posteriormente, es deseable poder visualizar de alguna manera el comportamiento
dindmico de la simulacion a través de su progreso en el tiempo, lo que exige
la utilizacién de técnicas de visualizacién cientifica. En este trabajo se utiliza
la biblioteca numérica UCSparseLib como herramienta de desarrollo para el
programa de simulaciéon y OpenGL como herramienta en la creacién del software

de visualizacion.



1.2. Objetivo
1.2.1. Objetivo General

Desarrollar un conjunto de programas capaces de simular el flujo de fluido sobre
cuerpos poligonales en un dominio fisico 2D utilizando la técnica del confinamiento

de la vorticidad.

1.2.2. Objetivos Especificos

1. Estudiar la técnica matricial para construir operadores diferenciales
discretos miméticos, dinamica de fluidos, la libreria OpenGL y métodos
iterativos para la solucion numérica de sistemas de ecuaciones lineales,
mediante la revision detallada de material bibliografico existente en el area
de Diferencias Finitas Miméticas, fluidos, visualizacién y solucién numérica
de sistemas de ecuaciones lineales, con el fin de obtener los conocimientos

necesarios para la resolucion del problema planteado.

2. Disenar un conjunto de herramientas computacionales para la simulacion
numérica del flujo de fluido y su interaccién con el cuerpo poligonal

utilizando los conocimientos y elementos ya considerados.

3. Disenar médulos de software para UCSparselib que permitan resolver el
sistema de ecuaciones diferenciales parciales, aplicando el Método Castillo-

Grone 2-2-2 para construir operadores discretos miméticos.

4. Implementar el diseno previamente elaborado, utilizando para ello un

lenguaje de programaciéon previamente seleccionado y la libreria OpenGL



para el manejo de graficos, con la finalidad de comprobar la efectividad del

método utilizado.

5. Evaluar el software resultante de la implementacién utilizando para ello el
recurso de la visualizacién, con el cual se observara la dindmica del fluido
interactuando con el cuerpo poligonal, observando su comportamiento l6gico
y haciendo comparaciones con algunos casos reportados en la bibliografia

disponible.

1.3. Justificacion

El movimiento de fluidos es increiblemente complejo. Esto depende de la interac-
cion del fluido con el ambiente y de las particulas que fluyen en él. La dinamica de
salpicar, romper, ondas y otros interesantes fenémenos requiere que la animacién
del mismo incluya un modelo complejo del movimiento. Los modelos existentes de
Dinamica de Fluidos Computacional tienden a disipar las estructuras vorticales
del fluido, degradando la precisién general del mismo; esta disipacion puede
ser reducida utilizando mallados finos pero a expensas de un gran incremento
en la demanda de recursos computacionales. El método del confinamiento
de la Vorticidad previene la disipacién de la estructuras vorticales, teniendo
como resultado flujos de configuraciones bastante complejas, implementados en
mallados gruesos, a un bajo costo computacional. Muchos investigadores se han
dedicado a resolver problemas de flujo de fluidos desde el punto de vista niimeri-
co, debido a la utilidad de las simulaciones y animaciones en el amplio campo

donde pueden ser aplicados, lo cual reduce los costos de tiempo, dinero y esfuerzo.



Surge entonces la oportunidad de evaluar una nueva técnica como son los Métodos
de Diferencias Finitas Miméticas y combinarlo con el Método de Confinamiento
de la Vorticidad, con el fin de brindar a los investigadores la facilidad de resolver
las ecuaciones que modelen el problema que se quiere solucionar y reducir los
costos de las pruebas (personal operativo, equipos, dinero, tiempo y esfuerzo) en

comparacion a si se hiciese de manera real.

Dentro de un paquete de simulacion, el tiempo es de gran interés por parte
de los investigadores. Debido a que la resolucién numérica de cada sistema de
ecuaciones lineales, asociado a un paso de tiempo de un problema, puede tomar
de minutos a horas de computo; el proceso completo para una simulacion podria
tardar de semanas a meses, haciendo que los resultados no se obtengan en el
momento deseado. Para mejorar el tiempo que consume resolver los sistemas

lineales, se emplean bibliotecas de software con métodos de resolucion eficientes.

La representacion grafica de tales resultados, permite comprender visualmente el
comportamiento dindmico de la simulacion. Para ello es necesario considerar el uso
de OpenGL como la més importante biblioteca para hardware gréafico existente
en la actualidad, lo que ofrece mayor soporte, portabilidad y excelentes tiempos

de respuesta en este aspecto de la simulacion.



1.4. Antecedentes

Hoy en dia se necesitan hacer simulaciones en distintas areas, tales como ondas
de calor, ondas de choque o de lo que se trata este trabajo: flujo de fluidos,
asi como el problema subyacente: Obtener la soluciéon aproximada de diversas

Ecuaciones Diferenciales.

En la actualidad existen grupos interdisciplinarios que desarrollan métodos
relacionados con los operadores miméticos, asi como también en el campo de la
dindmica de fluidos. Entre los que se pueden presentar un conjunto de trabajos

en ambas areas:

1. En 1996 M. Shashkov y S. Steinberg [?] desarrollan un nuevo algoritmo
de diferencias finitas para resolver ecuaciones de difusién con coeficientes
complejos sobre un mallado rectangular general. El analisis de éste articulo

sera importante para la construccion de las rutinas a implementar.

2. En 1998 J. M. Hyman y M. Shashkov [?] describen como incorporar
las condiciones de frontera dentro de los métodos de diferencias finitas y
luego construyen métodos de diferencias finitas seguros para aproximar las
ecuaciones de Maxwell y las ecuaciones de difusién del campo magnético
usando analogos discretos de operadores diferenciales que satisfacen las
identidades y teoremas del calculo vectorial y tensorial en forma discreta,

que se usaran para entender los andlogos de las propiedades del método de



diferencias finitas miméticas.

. En el ano 2001 J. E. Castillo, junto con J. M. Hyman, M. Shashkov y S.
Steinberg [?] derivan aproximaciones de diferencia finita de cuarto y sexto
orden para los operadores de divergencia y gradiente asi como un producto
interno compatible sobre mallas estrechas en una dimensién en un dominio
acotado, que son de suma de importancia. En éste articulo se explica de
forma detallada como obtener éstos operadores discretos, que satisfacen las
propiedades del teorema de Green, y que serviran de base para obtener
algunos de los operadores discretos de diferencias finitas miméticas que se

desean implementar.

. En el ano 2003 J. E. Castillo, junto R. D. Grone [?] construyen técnicas
que permiten la construccién de versiones discretas de los Operadores
Divergencia y Gradiente que tienen aproximaciones de alto orden en la
frontera. Esto garantiza un alto orden de precision general, es decir, el mismo
orden de precision tanto en la frontera como en el interior del dominio. El
aprendizaje de este articulo sera crucial, ya que en el se explica la técnica
para construir operadores de orden superior, que serviran para construir
las ecuaciones que al resolverlas, permitiran modelar el Flujo de Fluido

interactuando con el Cuerpo poligonal.

. En 1998, B. Jiang [7], utiliza el Método de Elementos finitos de Minimos
Cuadrados basado en la formulacion velocidad-presion-vorticidad de primer
orden, con el fin de resolver varios problemas relacionados con flujo viscoso
compresible, entre ellos una adaptacién rigurosa de las ecuaciones de Navier-
Stokes y sus condiciones de frontera adicionales. Se realizard una revision

de las aplicaciones que aparecen en este texto a fin de seleccionar alguno de



ellos para hacer la comparaciéon de resultados.

. En [?] J. Stam propone por primera vez un modelo incondicionalmente
estable para producir flujos de fluidos complejos que permite la interaccion
de los mismos con otros elementos en un escenario de simulacién en 2D
y 3D. Esto lo logra a través del modelo matematico de Navier-Stokes y
un uso eficiente de técnicas propias a la graficacién por computadora. Se
realizara una revisién, la cual servira de base tedrica para el trabajo que se

quiere realizar.

. Posteriormente en [?] J. Stam presenta la implementacién de un solver
para fluidos, consistente con las ecuaciones de flujo de fluidos que producen
campos de velocidad que contienen estructuras rotacionales compresibles
y que reaccionan dinamicamente a fuerzas ejercidas por el usuario. Este
solver especializado en fluidos que cubren el espacio, permite tomar ventaja
de la Transformada de Fourier, lo que simplifica considerablemente muchos
aspectos del mismo y puede ser usado como primitiva de movimientos basicos

en diferentes aplicaciones en computacién grafica.

. En el 2003 M. Fagindez y J. Medina [?] desarrollan un software para
la Simulaciéon Numérica de Flujo de Fluido Viscoso Incompresible en 2D,
utilizando para ello la libreria UCSparseLib [?] - para la solucién numérica
del sistema de ecuaciones lineales por varios métodos - y OpenGL para
la contruccion del software de visualizacién de los resultados obtenidos,

mediante la resolucion de las Ecuaciones de Navier-Stokes.

. En [?]Y. Wenren , M. Fan ;, W. Dietz , G. Hu, C. Braun , J. Steinhoff | B.

Grossman, desarrollan un modelo euleriano eficiente para la simulacion de

10



10.

11.

flujos de rotorcraft utilizando la técnica de confinamiento de la vorticidad.

Este articulo servira de base tedrica para entender dicha técnica.

En [?] W. Dietz , M. Fan , J. Steinhoff Y. Wenren aplican la técnica de
Confinamiento de la Vorticidad para predecir el comportamiento del flujo
sobre cuerpos complejos. Este articulo servira de base tedrica para entender

dicha técnica.

M. J. Harris en su Tésis Doctoral [?], desarrollé un software de simulacion
y barrido en tiempo real para nubes, utilizando la Técnica de Confinamiento
de la Vorticidad asi como Dinamica de Fluidos. Este trabajo servira de base
tedrica para el estudio de la Dinamica de Fluidos asi como de la técnica de

Confinamiento de la Vorticidad.
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Capitulo 2

MARCO TEORICO

En este capitulo se introducen algunos conceptos basicos de la dinamica de
fluidos computacional, los fundamentos de las ecuaciones gobernantes, y algunos
modelos clasicos de ello. Luego, se mostraran las formulaciones de los métodos de
diferencias finitas miméticas, que permiten aproximar la solucién, haciendo una
descomposicion de las ecuaciones diferenciales de segundo orden en un sistema de
ecuaciones lineales. Posteriormente se analizan algunos métodos de discretizacién
del dominio continuo (mallados), el uso de las bibliotecas UCSparcelib y OpenGL,
sobre las cuales se basa la implementacion propuesta, y finalmente es presentada
la metodologia seguida en el diseno y desarrollo de los productos de software

resultantes de esta investigacion.
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2.1. Conceptos Basicos

2.1.1. Mecanica de fluidos

Los fluidos se definen como todo material que no sea sélido y que puede
"fluir”. Son fluidos los liquidos y los gases; atin con sus grandes diferencias, sus
comportamientos como fluidos se describe con las mismas ecuaciones basicas. La
diferencia entre uno y otro estd en su compresibilidad. Para cualquier sustancia, el
estado liquido existe a una temperatura mayor que la del estado solido, debido a
que tiene una mayor agitacién térmica y las fuerzas moleculares no son suficientes
para mantener a las mismas en posiciones fijas. Lo comin que tienen con los
solidos es que si actuan fuerzas externas de compresion, surgen grandes fuerzas
atémicas que se resisten. En el estado gaseoso las moléculas tienen un continuo
movimiento al azar y ejercen fuerzas muy débiles unas con otras y la separacién
promedio entre las moléculas de un gas, es mucho mas grande que las dimensiones

de las mismas.

El estudio de la dindmica de fluidos es similar al estudio clasico de la dindmica
de soélidos, en la que se estudia el movimiento bajo la accién de fuerzas aplicadas.
Se hace uso de los mismos principios de: conservacion de masa, conservacion
del momentum y conservacion de la energia termodindmica. Las ecuaciones de

movimiento son dindamicas y las ecuaciones de continuidad son cinemaéticas.
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Propiedades de los fluidos

Entre las principales propiedades relacionadas con los fluidos y analizadas en el

desarrollo de este trabajo de investigacion, estan:

= Densidad: Es la cantidad de masa por unidad de volumen.
= Peso especifico: Es el peso por unidad de volumen.

= Viscosidad: Se refiere a la pegajosidad interna de un fluido. Es una de las
propiedades que influye en la potencia necesaria para mover una superficie
aerodinamica a través de la atmoésfera. La velocidad de deformacion de un

fluido estd directamente ligada a su viscosidad.

= Compresibilidad: Es la deformacion provocada en el fluido por cambios de

presion, lo que da como resultado un incremento de densidad.

= Tension superficial: es una propiedad originada por las fuerzas de atraccién

entre las moléculas.

Movimientos de fluido

Los movimientos de fluido se manifiestan de diferentes maneras. Algunos pueden
ser descritos con facilidad, en tanto que otros requieren de un conocimiento
completo de las leyes de fisica. En aplicaciones de ingenieria es importante
describir los movimientos de fluidos tan simplemente como puedan ser justificados.
Esto en general depende de la precisiéon requerida y de la las suposiciones

simplificadoras de las ecuaciones de movimiento, las cuales son muy dificiles de
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resolver. Algunas suposiciones comunes utilizadas para simplificar una situacion
de flujo tienen que ver con las propiedades del fluido. Por ejemplo, en ciertas
condiciones, la viscosidad puede afectar el flujo de manera significativa; en otras,
los efectos viscosos pueden ser omitidos, con lo que se simplifican en gran
medida las ecuaciones sin que se alteren significativamente las predicciones. La
compresibilidad de un gas en movimiento debera ser tomada en cuenta si las
velocidades son muy altas, mas los efectos de compresibilidad no tienen que ser
tomados en cuenta para predecir las fuerzas del viento que actian en edificios
o para predecir cualquier otra cantidad fisica que sea un efecto directo del
viento. Después de estudiar los movimientos de fluidos, las suposiciones apropiadas
utilizadas deberan ser mas que obvias. El anélisis de problemas de flujo de fluidos
complejo a menudo se simplifica mediante la visualizacion de patrones de flujo, los
que permiten desarrollar un mayor entendimiento intuitivo y ayudan a formular

el problema matematico.

Clasificacion de los flujos de fluido

» Flujos viscosos e inviscidos: Un flujo puede ser clasificado de una manera
general como flujo viscoso o flujo inviscido. Un flujo inviscido es aquel en
el que los efectos viscosos no influyen significativamente en el flujo y por
lo tanto son ignorados. En un flujo viscoso los efectos de viscosidad son
importantes y no pueden ser ignorados. Para modelar un flujo inviscido
analiticamente, simplemente la viscosidad se hace cero; esto obviamente
hace que todos los efectos viscosos sean cero. Con base en la experiencia, se
encuentra que la clase principal de flujos que pueden ser modelados como

flujos inviscidos, son los flujos externos, es decir, los flujos que existen en
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el exterior de un cuerpo, tales como el flujo alrededor de una superficie
aerodinamica o una superficie hidrodinamica. Los flujos viscosos incluyen la
amplia clase de flujos internos, tales como flujos en tubos y conductos y en
canales abiertos. En flujos como esos los efectos viscosos provocan pérdidas
sustanciales y responden a las inmensas cantidades de energia que deben
ser utilizadas para transportar petroleo y gas por oleoductos. La condicion
no deslizante que produce una velocidad cero en la pared, y los esfuerzos

cortantes resultantes, conducen directamente a estas pérdidas.

» Flujo laminar: En un flujo laminar el fluido fluye sin mezclado significativo
de sus particulas préximas entre si. El flujo es ordenado y predecible, el
movimiento se produce en capas o laminas y las soluciones matematicas
son factibles. Es este flujo las particulas se mueven en trayectorias

independientes de las particulas de capas adyacentes.

= Flujo turbulento: Los movimientos del fluido varian irregularmente de
tal suerte que las cantidades tales como velocidad y presion muestran
una variacién aleatoria con el tiempo y las coordenadas espaciales.
Las cantidades fisicas con frecuencia se describen mediante promedios
estadisticos. En este sentido, un flujo turbulento ”continuo” puede ser
definido como un flujo en el que las cantidades fisicas promedio dependen

del tiempo y no cambian con este.

2.1.2. Ecuaciones Diferenciales y Condiciones de Frontera

La mayoria de los fenémenos naturales son descritos por modelos mateméticos.

Entre estos, las ecuaciones diferenciales son muy frecuentes y existen muchos tipos
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de ellas. En general, una ecuacién diferencial puede escribirse como
A(u) = f enQ, (2.1)

donde A es un operador diferencial, v y f son funciones suficientemente
diferenciables para satisfacer las restricciones del operador A, y u se conoce como
funcion solucion o wvariable dependiente, por lo que A puede verse como una
funcion que depende de u. El operador A se dice que es lineal en su argumento wu,

si y solo si se cumple que
A(au + pv) = aA(u) + SA(v). (2.2)

para todo escalar «, 3, y funciones u,v. Si f = 0 en (?7), se dice que la ecuacion es
homogénea, en caso contrario, no homogénea. Ademés, €2 en (??7) se conoce como
el dominio de la ecuacién diferencial, y para este contexto siempre se definira real.
Un dominio es una coleccién de puntos en el espacio con la propiedad de que si
p es un punto del dominio, entonces todos los puntos suficientemente cercanos
a p, pertenecen al dominio. Cuando un dominio tiene una frontera, se denomina
dominio acotado. La frontera se define como un conjunto de puntos tales que en

su vecindad, existen puntos que pueden pertenecer o no al dominio.

Cuando la variable dependiente es funcién de una variable, el dominio es un
segmento de recta y su frontera son los dos puntos extremos. Cuando la variable
dependiente es funcién de dos variables, el dominio es, cominmente, una regién

del plano y su frontera es la curva que encierra (o delimita) la regién.

Para garantizar la unicidad de la solucién de la ecuacion diferencial, es
necesario imponer algunas condiciones sobre la variable dependiente. Cuando estas

restricciones se aplican a los valores de la funcién solucién y/o a sus derivadas en
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los puntos de la frontera, se conoce como un problema de valor de frontera. Las

condiciones de frontera se denotan como
B(u) =g sobrel, (2.3)

donde B es un operador diferencial, u la variable dependiente y g es una funcién
definida en la frontera I'. Dependiendo de como se formulan las condiciones de
frontera se pueden tener diferentes tipos. Cuando se condiciona tnicamente el
valor de la variable dependiente, se conoce como condicion de Dirichlet, y tiene
la forma

hu =g sobreT. (2.4)

donde h es una funcién definida en I'.

Cuando la condicion prescribe el valor de la derivada de la variable dependiente,

se conoce como condicién de Newmann,

ag—z =g sobrel, (2.5)

donde n es el vector normal unitario externo a la frontera y a una funcion definida

en I'.

La condiciéon donde se involucra tanto la variable dependiente como su derivada,
se conoce como condicién de Robin, Newmann generalizada o mizta, y es de la
forma
a@ + hu=g sobrel (2.6)
on
Si en cualquiera de los casos, g = 0, se denomina condicién homogénea, en otro

caso se denomina no homogénea.
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2.1.3. Operadores de Divergencia, Gradiente y Laplaciano

Entre los operadores mas comunes, esta el operador V, el cual permite obtener la
Divergencia, el Gradiente y Laplaciano de funciones escalares o vectoriales segun

sea el caso. Cada una de estas operaciones se define como:

Gradiente:
du
du
9y
Divergencia:
1 0AX 0AY
V.A= Oz + Oy
Laplaciano:

2 2
Vif=54+ 54

2.2. Meétodos de Solucion Numérica

Un nimero significativo de problemas fisicos y de ingenieria, incluyen ecuaciones
diferenciales con derivadas parciales. Es posible obtener soluciones analiticas de

tales ecuaciones fisico-matematica, solo en casos especiales, o bien puede ser

20



extremadamente laborioso. Como una alternativa a ello, surgen los métodos

numéricos para poder obtener soluciones aproximadas de la ecuacién diferencial.

Las funciones incégnitas en ecuaciones diferenciales, son funciones de argumentos
continuos. Por ejemplo, la funcién u(z,y, z,t) de la ecuacién de calor, retorna el
valor de temperatura en cada punto del espacio en el tiempo t. Esto significa que
en el momento de tiempo ¢, puede asociarse a cada punto con coordenadas (z,y, z)
un valor de temperatura u(z,y, z,t). En el caso mds simple, 1D estacionario, u es
la funcién de un argumento espacial © = 1, u(z) y « € [a, b]. La funcién u(z) de
argumento continuo x € [a, b], es elemento de un espacio de funciones H, y alguna

norma es utilizada para comparar dos funciones u(x), v(x) € H. Por ejemplo,

lulle = mazacocp|u(z)] (2.7)

1/2

falle, = ([ o#(@iar) (28)

La escogencia de la norma para la comparacion de estas funciones, depende de la

interpretacion fisica de la funcién u.

Para comprender lo que significa la funcion de argumentos discretos, se puede
considerar el proceso de medicion en un punto del espacio por un instrumento.
Como resultado de tales mediciones, se obtiene un conjunto de numeros, cada
uno de los cuales corresponde al valor en un punto. Estos valores puedes ser

enumerados de alguna manera, por ejemplo asignando un ntmero al instrumento
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que toma cada medicién, y puede ser denotado como u;. En algunas aplicaciones
fisicas, los instrumentos pueden arrojar valores aproximados sobre un pequeno
volumen o area, por lo que en este caso, los valores no corresponden a un punto
en especifico. Es claro que solo el indice 7 no representa informacién sobre la
ubicacién del instrumento con numeracién i; es por ello que la nocién de funcién
con argumentos discretos incluye informacién sobre la ubicacién de los puntos,
volumenes u otra figuras geométricas y los valores relacionados a estos elementos
geométricos. Ejemplos de mallados y funciones de mallados son dados en la

siguiente seccién.

2.2.1. Diferencia Finita Simple

Este es el método mds antiguo para hallar solucion numérica de ecuaciones
en derivadas parciales, introducido por Euler en el siglo XVIII. Es ademas
muy facil de aplicar en geometrias simples. En cada punto del mallado, la
ecuacion diferencial es aproximada reemplazando las derivadas parciales por
aproximaciones en términos de los valores nodales de las funciones. Aunque en
principio el método puede ser aplicado sobre cualquier tipo de mallado, es comin
que se desarrolle unicamente para mallados estructurados. Por medio de expandir
la serie de Taylor o interpolacion polinomial, se obtienen aproximaciones para
la primera y segunda derivada de las variables con respecto a las coordenadas.
Como ya se menciono, en mallados estructurados, el método de diferencias finitas
es simple y efectivo, y es especialmente sencillo obtener esquemas de orden alto
en mallados regulares. La desventaja que presentan es que la conservacién no es

considerada a menos que se dedique un analisis adicional. Ademas, la restriccién
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para solo geometrias simples es una desventaja significativa en flujos complejos.

2.2.2. Volumen Finito

Este método hace uso de la forma integral de la ecuacion de conservacién como
punto de inicio. El dominio de la solucion es dividido en un nimero finito de
volumenes de control contiguos y las ecuaciones de conservacion son aplicadas
a cada volumen. Es posible adaptar el metodo a cualquier tipo de mallado, por
lo que es apropiado para geometrias complejas. Posiblemente las aproximaciones
de Volumen Finito sean las mas sencillas de entender y programar, y todos los
términos que necesitan ser aproximados tienen interpretacion fisica, lo que lo hace
muy popular en ingenieria. La desventaja en comparacion con los esquemas de
Diferencias Finitas, es que el desarrollo para ordenes mayores a dos, es mucho
mas dificil de desarrollar en 3 dimensiones. Esto se debe a que el enfoque de
Volumen Finito requiere tres niveles de aproximacion: interpolacion, diferenciacion

e integracion.

2.2.3. Elemento Finito

Es similar al metodo de Volumen Finito en muchas maneras. El dominio es
fraccionado en un conjunto de volumenes discretos o elementos finitos que estan
generalmente estructurados; en 2D es comun el uso de triangulos o cuadrilateros,
mientras que en 3D son tetraedros o hexaedros. La caracteristica distintiva de este
metodo es que las ecuaciones son multiplicadas por una funcion de peso antes de

ser integrada en el dominio. En la forma mas simple del metodo de Elementos
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Finitos, la solucion es aproximada por una funcion lineal en cada elemento, de
manera de garantizar continuidad de la solucién a través de las fronteras de los
elementos. Tal funcién puede ser construida a partir de los valores en las esquinas
de los elementos. Esta aproximaciéon es entonces sustituida dentro de la integral
de la ley de conservacion y las ecuaciones a ser resueltas son obtenidas a traves
de la derivada de la intergral con respecto a cada valor nodal igual a cero; esto
corresponde a seleccionar la mejor soluciéon dentro de un conjunto de funciones
permitidas (la de residual minimo). El resultado es un conjunto de ecuaciones
algebraicas no lineales. Una importante ventaja de este metodo es la capacidad
de adaptarse a geometrias arbitrarias, y existe una extensa bibliografia dedicada a
la construccion de mallados para metodos de elementos finitos. Los mallados son
facilmente refinados por medio de simplemente subdividir cada elemento. Ademas,
los metodos de elementos finitos son faciles de analizar matematicamente y es
posible demostrar sus propiedades de optimalidad para ciertos tipos de ecuaciones.
La principal desventaja, compartida con cualquier metodo que utilize mallados no
uniformes, es que las matrices de las ecuaciones linealizadas, no son estructuradas
como aquellas en mallados uniformes, haciendo mas dificil hallar metodos de

soluciones eficientes.

2.2.4. Diferencia Finita Mimética

Entre los métodos mas universales y efectivos, usado ampliamente en la actualidad
para hallar soluciones aproximadas a ecuaciones fisico-matematicas, esta el
metodo de diferencias finitas miméticas, el cual resuelve la ecuaciéon original

reemplazando los operadores continuos de divergencia y gradiente y laplaciano
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por aproximaciones numéricas que conserven propiedades importantes de los

operadores originales.

Las soluciones para las ecuaciones diferenciales, son conseguidas en dos etapas:

» El desarrollo del esquema de diferencias finitas (una aproximacién de

diferencia para la ecuacién diferencial sobre un mallado.

= El cédlculo de la solucién de las ecuaciones en diferencias, el cual es escrito
en forma de un sistema de alto orden de ecuaciones algebraicas lineales o no

lineales.

La esencia del método puede ser resumido como sigue:

1. El dominio continuo (por ejemplo, un intervalo, un rectdngulo o un dominio
con forma arbitraria), es reemplazado por un conjunto discreto de puntos

(nodos).

2. En lugar de una funcién con argumentos continuos, se considera una con
argumentos discretos. El valor de la funcién es definida en los nodos del
mallado o en otros elemementos del mallado (por ejemplo, en celdas que

tienen nodos en sus vértices) y es llamada funcidn de mallado.

3. Los valores de derivadas dentro de la ecuacion diferencial y en las
condiciones de frontera, son aproximados por las expresiones en diferencias.
Asi el problema diferencial es transformado en un sistema de ecuaciones
algebraicas lineales o no lineales, lo que constituye el esquema de diferencias

finitas.
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Debido a lo reciente de la creacién de este metodo, aun estda siendo probado
a diferentes niveles desde el punto de vista conceptual y de aplicacion,
con ecuaciones diferenciales diversas que permitan determinar sus ventajas y
desventajas. Esta investigacién estard orientada a un dominio fisico 1D y 2D,
yva que el método de Diferencias Finitas Miméticas propuesto para resolver las

ecuaciones diferenciales de Navier-Stokes, no posee un desarrollo completo en 3D.

2.3. Generacion de Mallados

2.3.1. Mallados en 2D

El ejemplo méas simple de un mallado en 2D es llamado producto tensorial en un

rectangulo. Sea el dominio de las variables x y y el rectangulo

R=0<zx<ax0<y<b

Sobre los intervalos 0 <z < ay 0 <y < b es construido un mallado 1D como en

la seccion previa:

O=21 <2<+ <3, <Tj1 < - <xpy_1 <Tpy =,

O=y <y < - <y <yp < <y <ay=0b

El conjunto de nodos con coordenadas (x;,y;) sobre el plano es llamado mallado
de producto tensorial o mallado rectangular no uniforme. Claramente, el mallado
consiste en los puntos en donde las lineas = z; y y = y;) se intersectan. En el

caso de mallados de producto tensorial, la densidad puede ser caracterizada por
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el parametro

h = max(hy, hy) = max(M&_ T Nb_ 1)

el cual tiende a cero cuando el nimero de nodos incrementa.

El mallado es llamado uniforme en alguna direccién (x, y o ambos), si el mallado

1D en esa direccién es uniforme. Si el mallado es uniforme en ambas direcciones

y los pasos h, y h, son iguales, el mallado es denominado cuadrado.

Para la identificacion de cada nodo, se utilizan dos indices 7, j. El rectangulo con

vértices (4,7),(i + 1,7),(i + 1,7 + 1),(i,7 + 1) (llamado celda) se usa para la
identificacién de esa celda.

{1.N) v, IV}
EELJ
o, ud
P
J
(1,1) f i, 1)

Figura 2.1: Mallado Tensorial
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2.4. Método Castillo-Grone 2-2-2

En [?], J. Castillo y R. Grone muestran la manera de construir aproximaciones
discretas de orden alto para la derivada en mallados uniformes unidimensionales
y que satisfagan una ley de conservacion global. Basicamente el problema consiste
en hallar buenas aproximaciones de la divergencia (V.) y el gradiente (grad) que

satisfagan el andlogo discreto del teorema de la divergencia:

/ V.ifdV + / dgradfdvV = | fo.i)dS (2.9)
Q Q oN

Para estos dos operadores existen tres ideas muy relacionadas: el teorema de la
divergencia (?7), conservacion local y conservacién global. La conservacion local
es un caso especial del teorema de la divergencia donde f =1 y €2 una sola celda,
mientras que la conservacién global es (7?) con f = 1 aplicado a la regién completa
bajo consideracion. Las discretizaciones que poseen propiedades analogas a estas,
son denominadas miméticas. Como tanto el teorema de la divergencia como la
conservacion local implican la conservacion global, es relativamente sencillo hallar

discretizaciones que satisfagan analogos a la conservacion global.

En una configuracién unidimensional dentro del intervalo [0,1], (??) es

simplemente integracién por partes:

/0 W o + /0 W e = v(1) (1) ~ v(0)(0)
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En las discretizaciones se utiliza el mallado de Operadores de Soporte, construido
con N > 0, el cual es el numero de celdas, y h = 1/N. Los nodos o puntos
en el mallado son x; = th, 0 < ¢ < N. Las celdas estan dadas por el intervalo
[ih, (i + 1)h] con centro z;,1 = (i + 2)h, 0 <i < N — 1. La divergencia discreta

opera en los valores v, mientras que el gradiente discreto en los valores f.
Operadores discretos de segundo orden

La divergencia discreta méas simple esta definida por

(Dv) 1 = HL = g <i< N -1, (2.10)

(Gf)o ==, (2.11)
(Gf)i:mé;hfi_é,lgigN—l, (2.12)
(Gf)v = % (2.13)

(Gfo = il +h%/§ — %fg, (2.14)
(Gf)i:m%—;fié,lgigj\f—l, (2.15)
(Gf)n = il 5]‘3;2 * ng_%, (2.16)

29



donde nuevamente la definicién de G en los puntos de la frontera es la estandar
dada por la aproximaciéon de Operadores de Soporte. La divergencia D es una
aproximacion de segundo orden, mientras que el gradiente G es de segundo orden
en los nodos internos y de primer orden en la frontera. La siguiente figura ilustra
las posiciones de los valores de Dv yG f en el mallado.

af Dv GFf Dv GF Do

s F v f v F

- * - X - x*
Qo irz2 i1 3 =2 =2z 52

Figura 2.2: Distribucién de los valores de Dv y G f en el mallado

Los esquemas miméticos construidos con esta aproximacién, conservan las
propiedades fundamentales de los operadores continuos originales, permitiendo
a las aproximaciones discretas de las ecuaciones en derivadas parciales imitar
propiedades criticas, incluyendo las leyes de conservacion y simetria en la solucién

de los problemas fisicos subyacentes.

2.4.1. Meétodo Implicito de Crank-Nicholson

El método de Crank-Nicolson se corresponde con la regla del trapecio para
ecuaciones diferenciales ordinarias y se basa en diferencias centrales para hacer
aproximaciones de segundo orden en el tiempo. Esta aproximacion para la primera

derivada es como sigue:

n+1
ntlj2  Owxy ™ + Oy
v 2

Opvx (2.17)

Los desarrollos basados en el esquema de Crank-Nicolson son incondicionalmente
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estables, consistentes y convergentes para todos los valores en los pasos de
tiempo, alcanzando aproximaciones considerablemente mejores que con métodos
explicitos. Es utilizado conjuntamente con diferencias centrales espaciales con el

proposito de alcanzar mayores precisiones.

2.4.2. Condiciones de Frontera en CFD

Todos los problemas en la dinamica de fluidos computacional son definidos en
términos de las condiciones iniciales y de frontera. Es importante que el usuario
especifique correctamente estos valores y comprenda el papel que desempenan en
los algoritmos numéricos. En los problemas no estacionarios, los valores iniciales
de todas las variables del fluido necesitan ser establecidas en todos los puntos
del dominio. Computacionalmente, esto significa inicializar apropiadamente las
estructuras de datos utilizadas. Entre las condiciones de frontera comunmente

utilizadas, se pueden mencionar:

Condiciones de Entrada.

Condiciones de Salida.

Condiciones de Pared.

Presiones prescritas o constantes.

Simetria.

Periodicidad (o condiciones de frontera ciclicas).
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Haciendo uso de las condiciones de frontera, es posible establecer arbitrariamente
la magnitud de una variable en un nodo del mallado con el proposito de simular
situaciones especificas. Adicionalmente, es util modificar los valores de algunas
variables en nodos internos, con el fin de simular obstaculos dentro del dominio.
El sistema de las ecuaciones de fluido discretizado puede ser resuelto normalmente
sin tener que tratar tales obstaculos de forma separada. Algunas condiciones de
fronteras mas complejas, pueden incluir movimientos dependientes del tiempo,
fronteras rotacionales o factores de aceleracion, condiciones especiales para flujos
supersonicos, entre otras. Debido a la importancia de combinar correctamente los
diferentes tipos de condiciones de frontera dentro de una simulaciéon con el fin de
obtener los resultados y aproximaciones deseadas, es tarea del usuario establecerlas
partiendo de un cuidadoso analisis de los aspectos involucrados y de la experiencia

que tenga en identificar las condiciones de la situacién planteada.

2.5. Resolucion de Sistemas de Ecuaciones
Lineales

En muchos casos el resultado del proceso de discretizacion numérica, es un sistema
de ecuaciones algebraicas lineales o no lineales dependiendo de la naturaleza de
las ecuaciones diferenciales. Aun en los casos no lineales, los metodos de solucion
envuelven resolver sistemas lineales. Es por ello que se hace necesario el uso de
metodos eficientes para hallar solucion a tales sistemas. Las matrices resultantes
de ecuaciones en derivadas parciales son siempre esparcidas, es decir, las mayorias
de sus elementos son cero. Este hecho permite definir estructuras eficientes que

almacenan y manipulan solo las coeficientes relevantes para resolver el sistema.
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Entre los metodos directos se encuentran la Eliminacién Gaussiana, Descomposi-
ci6n LU, Metodo de solucion Tridiagonal (Algoritmo de Thomas) y el metodo
de Reducciéon Ciclica. Cualquier sistema de ecuaciones puede ser resuelto con es-
tos algoritmos, pero desafortunadamente el costo de la triangulacion en matrices
esparcidas es extremadamente alto. Esto justifica el uso de metodos iterativos,
los cuales sistematicamente refinan una solucion inicial. El mas simple de estos
metodos es el de Jacobi, Gauss-Seidel, SOR (successive over-relaxation), meto-
do de Stone (Descomposicion LU incompleta), Gradiente Conjugado, Gradiente

Biconjugado, CGSTAB, GMRES y Multigrid.

2.5.1. Uso de la libreria UCSparceLib

UCSparceLib es una biblioteca portable para la resolucion serial y paralela de
sistemas lineares densos y esparcidos. Los sistemas lineales considerados son de la

forma

X
&
Il
SH

donde A es una matrix n x n densa o esparcida de gran tamano suministrada
por el usuario, y puede ser regular o irregular en su estructura. b es vector
del lado derecho. Las investigaciones sobre técnicas de matrices esparcidas
han llegado a incrementar su complejidad, y promete continuar acentuandose
debido a la necesidad creciente de disenar algoritmos eficientes para modernas
supercomputadoras. Aun cuando existe gran numero de paquetes y herramientas
para resolver computacionalemente matrices densas de pequeno tamano, hay

tambien la necesidad de herramientas similares o librerias de proposito general
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para el trabajo con matrices esparcidas. Una coleccion de unos cuantos programas
basicos para realizar tareas comunes y elementales, puede ser muy util y reducir
el tiempo dedicado a implementar y probar algoritmos para matrices esparcidas.
Los paquetes Linpack y Eispack desarrollados en los anos 70, han sido de gran
ayuda en varias areas de la computacion cientifica, ahorrando grandes cantidades
de esfuerzo y tiempo. Por otro lado, es muy frecuente que los investigadores de
la computacion de matrices esparcidas, codifiquen sus propias subrutinas para los
modos de almacenamiento de la matriz o de su reordenamiento acorde con ciertas
permutaciones; una de las razones pudiera ser la ausencia de estandares. Por ello,
para la misma estructura de datos basica, puede estar en uso un gran numero de

variaciones.

UCSparceLib es una biblioteca de propdsito general debido a que puede manipular
matrices generales no simétricas y con patrones de estructura irregulares. Los
patrones de las posiciones diferentes de cero no necesariamente deben ser
simétricos. Desarrollada en ANSI C, UCSparceLib resuelve sistemas lineales
esparcidos y densos. Entre las funcionalidades incluidas, y que han sido de utilidad

en el desarrollo de este trabajo, estan:

= Rutinas para leer y escribir matrices utilizando un formato simple. Tambien

es posible transformar una matriz a un formato postscript.

= Operaciones basicas aplicadas a vectores, multiplicacién de matrices, solvers

triangulares y reordenamiento de matrices.

s Solvers lterativos como Gauss-Seidel, Jacobi, Gradiente Conjugado,

GMRES(m), BiCGstab y BiCG.
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= Rutinas de utilidades adicionales como timers, tiempos de CPU y manejo

de memoria.

La siguiente figura muestra la organizacién general de la biblioteca:

UCSparseLib

Matrix Tools Factorizations AMG  Ilterative

Figure 2.2: Organizacion General de UCSparceLiib

Estructura de datos para matrices esparcidas o densas

Una de las mayores dificultades encontradas en el calculo de matrices densas
y esparcidas, es la variedad de tipos de matrices resultantes en aplicaciones
précticas. El préposito de un esquema de almacenamiento debe ser enténces, ganar
eficiencia en términos de utilizacién de memoria y en operaciones aritméticas.
Como resultado, se han propuesto muchas maneras diferentes de almacenar
matrices esparcidas y densas, tomando ventajas de la estrucutura de las matrices
o del problema especifico del cual surgen. Uno de los esquemas mas comunes
de almacenamiento es el Compressed Sparse Row (CSR). En este esquema,
todas las entradas no cero son almacenadas fila por fila en un arreglo de reales
unidimensional, junto a un arreglo entero que contenga los indices de sus columnas

y arreglos de apuntadores a cada una de tales filas. El orden de los elementos dentro
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de cada fila no es importante, lo cual simplifica el esquema de almacenamiento.
En UCSparceLib una matriz es un objeto llamado TDMatrix, el cual es creado

utilizando la siguiente rutina:

TDMatrixCreate( TDMatris *M, TMatFormat format, int rows, int cols

);

donde M es una matriz, y debe ser declarada como TDMatrix M. El formato
format es el modo de almacenamiento, el cual puede ser MATRIX_DENSE_R,
MATRIX_DENSE_C, MATRIX_SDENSE_R, MATRIX_SDENSE_C, MATRIX_DIAG,
MATRIX_CSR, MATRIX_CSC, MATRIX_SCS_R, MATRIX_SCS_C. rows y cols son

las dimensiones de la matriz.

El objeto TDMatrix es definido como:

typedef struct DMatrix_t *TDMatrix;

struct DMatrix_t

{
TMatFormat format; /* DENSE, CSR, CSC, DIAG */
int nn; /* IA dimension */
int mm; /* SDENSE_R, DENSE_R, SCSR or CSR -> nbcols;x*/
/* SDENSE_C, DENSE_C, SCSC or CSC -> nbrows */
size_t nnz; /* AN/JA dimension */
TDSparseVec *ia; /* Point to the begin of each row/col */
int xja; /* Col/Row of each AN element x*/
double *an; /* No null entries of the matrix */
Tcomplex *zan; /* No null entries of the matrix complex case */
double xinvd;  /* Inverse of the diagonal */
Tcomplex *zinvd; /* Inverse of the diagonal complex case */
TLinkSparseVec *transpose; /* Linked list to access the transpose matrix */
int  nblocks; /* For internal debuging */
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int  share_ja; /* TRUE if ja is shared (allocated by the user) */
int share_an; /* TRUE if an is shared (allocated by the user) */
I

Un componente importante del objeto TDMatrix es la estructura TDSparseVec.

Esta estructura representa un vector esparcido y es:

typedef struct

{
int nz; /* No null elements */
int diag; /* Index of the diagonal element */
int *id; /* col/row values */
double *xval; /* row/col elements */

} TDSparseVec;

Para accesar la fila i de la matriz TDMatrix M, se utiliza la siguiente macro:

For_TDMatrix_Row( M, i, row, mode ){

donde, row es un TDSparceVec y mode puede ser: ACCESS_READ, ACCESS_WRITE

Y ACCESS_RW.

Existen tambien macros para accesar columnas o fila/columnas si el usuario
no conoce el formato de la matriz. Las macros son: For_TDMatrix_Col y

For_TDMatrix_RC, respectivamente.
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2.6. Confinamiento de la Vorticidad

Fluidos tales como, el humo, las nubes, entre otros, contienen flujos rotacionales
en una gran variedad de escalas. En Dinamica de Fluidos Computacional(CFD),
la simulacion de este tipo de flujos, tiende a ser deficiente, debido a la disipacién
numérica, como consecuencia de la utilizacién de mallados gruesos; ocasionando
la perdida de informacién importante del fluido que se estd simulando. Esta
disipacion se puede evitar, mediante la utilizacion de mallados finos; pero, a
expensas de un considerable aumento del costo computacional, en el proceso de

la simulacién.

El método de Confinamiento de la Vorticidad, ha sido propuesto para reducir la
propiedad difusiva de las simulaciones de los flujos vorticales. En este método, el
término adherido a las ecuaciones de Navier-Stokes, trabaja como si devolviera
el error resultante de la discretizacion, devuelta al centro del vértice y asi de
esta manera confinarlo. Las ecuaciones en funcién de los operadores continuos,

gradiente, divergencia y laplaciano, quedarian de la siguiente forma:

D 1
8_: =—~Vp+vV?v—€3 en Q (2.18)

En donde :

Vn

R 2.19
V| (2.19)

§=nxdad; W=V X1, n=|dl; n=

€ : es un parametro que controla la fuerza del confinamiento
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Ahora se desarrollan, las ecuaciones en 2.19:

4 A ? oV
1 ] k‘ s
J = 9 9 9 = Ve
w oxr Oy Oz 0z
ovy oV
Ve Vy V2 Pr oy

Después de aplicar las operaciones convenientes, con V, = 0, nos queda:

v, v,

ox oy

Ahora desarrollamos 7:

0 Vv, V.
n=18 = JOP 0 (G - G = G -

Finalmente:

*Vy, 9%V,
vn _ Ox2 Ox0y
Vv, 8%V,
Oyox Oy?

Por lo tanto la norma de V1 es:

o2V, 2 82V, 2V,
V| = \/( Freai gzgz)z + (8y8;: - 86¥ )?

En el capitulo 3, se desarrollaran las aproximaciones numéricas, de cada una de

las expresiones andliticas, escritas en las lineas anteriores.
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2.7. Meétodos de Compresibilidad Artificial

Los flujos compresibles es un area de gran importancia en la mecénica de fluidos
por sus aplicaciones en aerodinamica y diseno de turbinas, lo que ha llevado al
desarrollo de métodos para su solucién numérica. Surge entonces la posibilidad de
adaptar tales métodos a la solucién de flujos incompresibles. La mayor diferencia
entre las ecuaciones de flujo compresible y los que no lo son, es netamente de
caracter matematico. La versiéon compresible contiene la derivada en el tiempo de
la densidad. En el caso de los flujos incompresibles la densidad es constante, lo
cual elimina la opcién de colocar tal derivada. Esto plantea que la derivada en el
tiempo de la presién es una clara eleccion para estos casos, lo cual significa que
realmente no se resuelven las ecuaciones de incompresibilidad. Como resultado,
se ha cuestionado mucho la idea de utilizar métodos de compresibilidad artificial
en problemas de flujo incompresible; sin embargo, ha sido ampliamente probado.
Esta propuesta fue hecha por primera vez por Chorin en 1967, planteandola entre
otras versiones posibles basadas en los métodos compresibles. En resumen, la
propuesta esencial es agregar la derivada en el tiempo de la presién a la ecuacién

de continuidad:

10p  OVx OVy
Gt o Ty = (2.20)

donde  es un parametro de compresibilidad artificial cuyo valor es clave en el
desempeno de este método. Obviamente, mientras mayor sea el valor de 3, mayor
sera la “incompresibilidad” en las ecuaciones considerando el caso de densidad

constante.

El factor crucial en la convergencia de este método, es la escogencia del parametro
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B, debido a que el valor éptimo es dependiente del problema. Aun asi, algunos
autores han sugerido procedimientos automaticos para tal seleccion, ya que valores
demasiado grandes requieren de un correcto campo de velocidad para poder
satisfacer la ecuacion de continuidad incompresible. También es posible determinar
el menor valor aceptable para (§ a través de la propagacion de velocidad de las
ondas de presién. Obviamente, 1/(SAt) debe ser pequenio comparado con los
coeficientes de los otros términos de la ecuacion, lo cual es necesario si se desea

una rapida convergencia.

2.8. OpenGL como API para la Visualizacién

OpenGL es una interfaz de software para hardware grafico. Esta interfaz consiste
en aproximadamente 150 comandos diferentes para especificar los objetos y

operaciones necesarias para producir aplicaciones graficas interactivas.

OpenGL esta disenado como una linea de procesos, y es una interfaz independiente

de hardware que puede ser implementada en muchas plataformas diferentes.

Con el fin de satisfacer estas cualidades, no posee comandos para la creacion de
ventanas u obtener entradas del usuario, por lo que se debe hacer uso de algun
controlador del sistema de ventanas propio del hardware en particular. De igual
manera, OpenGL no provee comandos de alto nivel para la creacion de objetos
complejos; en su lugar, solo define un pequenio conjunto de primitivas geometricas
tales como puntos, lineas y poligonos con los cuales es posible generar cualquier

modelo deseado. Es por ello que se hace necesaria la construccion de todos los
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elementos que conforman los graficos deseados para este trabajo, como una capa
de abstraccion de software que tiene a OpenGL y otras librerias auxiliares como

base.

Debido a que es posible reallizar muchas cosas con el sistema grafico de OpenGL,
un programa puede llegar a ser complicado. Sin embargo, la estructura basica
puede ser realmente sencilla: inicializar ciertas variable de estado que controlan
la forma en la cual OpenGL dibuja y los objetos a ser dibujados. Entre la
terminologia de la computacion grafica, la palabra Render implica el proceso en el
cual un computador crea imagenes a partir de modelos. Estos modelos u objetos
son construidos con primitivas geometricas (puntos, lineas y poligonos) que son

especificadas por sus vertices.

El render final de la imgen consiste en pixels dibujados en la pantalla; un pixel es el
elemento visible mas pequeno que el hardware grafico puede colocar en la pantalla.
La informacion sobre los pixeles (como por ejemplo, el color que deben tener), es
organizada en la memoria como mapas de bits. Un mapa de bit es un area de
memoria que almacena un bit de informacion para cada pixel en la pantalla; un
bit podria indicar cuan rojo se supone que debe ser un pixel en particular, por

ejemplo.

Como ya se ha mencionado, OpenGL provee un conjunto de comandos primitivos
pero poderoso, y todos tipo de dibujado de mas alto nivel debe ser hecho en
terminos de tales comandos. Ademas, todos los programas hechos en OpenGL
deben hacer uso de un mecanismo base de algun sistema especifico de manejo de

ventanas. Existe un numero de bibliotecas que permiten simplificar algunas de
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tales tareas de programacion, como:

» OpenGL Utility Library (GLU), la cual contiene varias rutinas que hacen
uso de los comandos de bajo nivel de OpenGL para llevar a cabo tareas como
configuracion de las matrices que especifican la orientacion y proyeccion de
las vistas, y dibujado de superficies. Esta biblioteca es distribuida como

parte de todas las implementaciones de OpenGL.

» OpenGL Utility Toolkit (GLUT) es un conjunto de herramientas de
ventanas independiente del sistema, que simplifica con pocas rutinas la
necesidad de crear el entorno de dibujado requerido por OpenGL. La mayoria
de las variables de estado se encuentran inicializadas por defecto en valores
que facilitan el desarrollo en programas simples. Las rutinas igualmente
requieren pocos parametros. Por estas razones de simplicidad, GLUT no
hace uso de manejadores, apuntadores o estructuras de datos nativas a algun
sistema en particular; incluso provee de su propio conjunto (limitado) de

fuentes.

2.9. Metodologia de Ciclo de Vida del desarrollo
de software

El desarrollo de software va unido a un ciclo de vida compuesto por una serie de
etapas que comprenden todas las actividades, desde el momento en que surge la
idea de crear un nuevo producto software, hasta aquel en que el producto deja
definitivamente de ser utilizado por el tltimo de sus usuarios.

Entre las diversas practicas inherentes al Ciclo de Vida del Desarrollo de Software,
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y que son consideradas en cada uno de los ciclos de desarrollo de este proyecto,

se tiene:

2.9.1. Analisis

Es necesario determinar que elementos intervienen en el sistema a desarrollar,
asi como su estructura, relaciones, evoluciéon en el tiempo, detalle de sus
funcionalidades, que van a dar una descripcion clara de qué sistema vamos a

construir, qué funcionalidades va a aportar y qué comportamiento va a tener.

2.9.2. Diseno

Tras la etapa anterior ya se tiene claro que debe hacer el sistema, ahora tenemos
que determinar como va a hacerlo; aqui se definiran en detalle entidades y
relaciones de las bases de datos, se pasara de casos de uso esenciales a su definicién
como casos expandidos reales, se seleccionara el lenguaje mas adecuado, el Sistema
Gestor de Bases de Datos a utilizar en su caso, librerias, configuraciones hardware,

redes, etc.).

2.9.3. Implementacion

Llegado este punto se empieza a codificar algoritmos y estructuras de datos,
definidos en las etapas anteriores, en el correspondiente lenguaje de programacién

y/o para un determinado sistema gestor de bases de datos.
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2.9.4. Pruebas

El objetivo de estas pruebas es garantizar que el sistema ha sido desarrollado
correctamente, sin errores de diseno y/o programaciéon. Es conveniente que sean
planteadas al menos tanto a nivel de cada mdédulo (aislado del resto), como
de integracién del sistema (segin sea la naturaleza del proyecto en cuestién se

podran tener en cuenta pruebas adicionales, p.ej. de rendimiento).

Las pruebas se convierten en una herramienta de desarrollo, no en un paso de
verificacién que pueda despreciarse si se cree que el codigo esta bien. Las unidades
de prueba seran incluidas junto con el cédigo que verifican dentro del repositorio.
El codigo no se considerara completo si el mismo no consta de su unidad de prueba
correspondiente. El codigo sera implantado cuando supere sus correspondientes

unidades de prueba.
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Capitulo 3

DESARROLLO

En el capitulo anterior se expusieron diferentes métodos para resolver una ecuacion
diferencial parcial de segundo orden, transformando la ecuaciones diferenciales en
un sistema de ecuaciones lineales. En este capitulo se utilizara el método Castillo-
Grone 2-2-2, en un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden. Ademés, se
mostraran detalles de la libreria UCSparcelib, utilizada como la base principal para
el desarrollo computacional del método en la ecuacion de estudio de este trabajo.
Finalmente, se mostrara el desarrollo de procedimientos que permiten representar
graficamente el resultado del calculo numérico de las ecuaciones implicadas en la

simulacion de flujo de fluido.
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3.1.

Solucién Numérica de las Ecuaciones de
Navier-Stokes y Compresibilidad Artificial
en 2D, utilizando la técnica de Castillo-
Grone 2-2-2 y Confinamiento de la Vorti-
cidad

En la siguiente seccion se desarrollaran las aproximaciones de las Ecuaciones de

Navier-Stokes, tanto en los nodos internos como en el obstaculo y la frontera del

mallado.

3.1.1.

Aproximacién de las Ecuaciones de Navier-Stokes,
con el Término de Confinamiento de la Vorticidad
y Compresibilidad Artificial, en los nodos internos
del mallado

La ecuacion de Navier - Stokes (2D) puede ser escrita como:

oV oV oV 19p Ve 0*Vax

oL i R - 1
ot Ve ox Vy dy pOx +u ox? * 0y? ) —eSe (3.1)
oVy oVy oVy 10p *Vy  0*Vy

oy oy R - 2
5 +Vx pe +Vy 3y oy + 1( 527 + By ) — €Sy (3.2)

La aproximacién del Operador Divergencia estd definida como:

(Df)i+1/2 ~ %
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La aproximacién del Operador Gradiente lo podemos definir como:

(Gf) ~ fiv1/2 ; fi—1/2

y para las fronteras:

—4/3f0+3/2f12 —1/6f3)2
h2

(Gf)o=

—4/3fn + 3/2fN_1/2 - 1/6fN_3/2
h2

(Gf)N ~

Siendo hz y hy igual al espaciado uniforme del mallado en X y en Y'; para nuestro

caso hx = Az o hx = Ay, con Ar=x;11 — x; y Ay=y;11 — y; respectivamente.

Se Evalua en los puntos medios y en el tiempo actual:

OVl + Vi e 100V om0 + VUi e 1200V T 0412 =

1 n n n
5 2Div1/2,541/2 T V(angxi+1/2,j+l/2 + 8§yvxi+1/2,j+1/2)

Aproximacién de la derivada con respecto al tiempo:

i i

Las aproximaciones en los puntos medios se puede calcular como el promedio de

los nodos enteros (en X) del mallado, estos promedios se escriben a continuacién:

fit1, +fij
+1J+1/22 Jj+1/2 +O(h2)

Donde fit1/2j11/2 =

Donde f; 1y941/s = Latietliotinz o op2)

Donde fi+3/2,j+1/2 _ fi+2,j+1/2-;fi+1,j+1/2 + O(hQ)
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Aplicamos Crank-Nicholson:

n+1 n
OV " Vi OV iy o giise + 0V Oy vy
tVTii10541/2 T 931‘+1/2,j+1/2( 9 )
n+1 n n
v WV ailse e+ OVl i 1 a$pz+1/2 ir1/2 T 02Dl 2 110
yi+1/2,j+1/2< 9 ) = ,0< 9 )
2 n+1 2 n 2 n+1
8 VT e+ OV i1 N O Vil o iviye + 0p Vi 4172
2 2
Se sustituye por los promedios:
Oa VIl si1 ot OeVal Tl + 0cVii1 417202V 410
n n 2 2
OV i1 i1+ Vaiiae gl 5 )
89V$z+1/2 j+1+8yvxz+l/2 j i 6wa?+1/2’j+1+6wa?+1/2’j
n 2 2 _
+VYi1/2,j41/2( 5 ) =

n+1 n+1
1 OaDi Y s 1200y 10 +8Ip?+l,j+1/2+8$p?,j+1/2

= 2 5 : )

n+1
HU2541/2 82 szjl/2g+1/2 +8 Vi

2 2

n+1
02Vl g jaye + 02V} TH/2+1/2

(=

Se Despeja:

+1 +1 2 +1 2 +1
1 (azp?+1,j+1/2 + 3mp2j+1/2 . V(axmvx?—l—l/Q,j—i—l/Z + 6yyvx?+1/2,j+1/2>

4 2
O Valtl o+ 0, Valt! o,Vartl o+ 0,Va'tl, .

n zV by i1/ G41/2 n vV Lir1/2.541 yV Lit1/9,
+V-’Bz‘+1/2,j+1/2( . /4 Litl )+Vyi+1/2,j+1/2( /2] 4 / ])

a7:Vf/lth1/2 g2 T

B _1(693])?4—1,3'4-1/2 + aﬂvp;l,jJrlp) + (8 VT iy T 6 WVl ;+1/2>
o 4 2
0Vl +0,Val o,V +0,Val
Y 1l +1,j+1/2 —vyn o +1/2,5+1
i+1/2,j+1/2 1 i+1/2,j+1/2 1

1J+1/2) z+1/2g>
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Se aplica las aproximaciones:

n+1 n n+1 n+1 n+1 n+1
Vil pire = Vi e n 1( (pi+3/2,j+1/2 - pi++1/2,j+1/2) + (pz:l/z,jﬂ/z - pi+1/2,j+1/2))
At p 4Ax
n+1 n+1 n+1 n+1
—( (in+3/2,j+1/2 - V$i+1/2,j+1/2) - (V$i+1/2,j+1/2 - infl/Z,j+1/2)
2(Ax)?
+1 +1 +1 1
. (VI?+1/2,J'+3/2 - Vx?+1/2,j+1/2) - (Vm?+1/2,j+1/2 - Vx?—:_l/Z,j—lﬂ))
2(Ay)?
n+1 n+1 n+1 n+1
Ve ((in+3/2,j+1/2 - in+1/2,j+1/2) + (ini1/2,j+1/2 - inj1/2,j+1/2))
i+1/2,j4+1/2 Azr
n+1 n+1 n+1 n+1
vy ' ((sz‘+1/2,j+3/2 - in+1/2,j+1/2) + (Vx¢:1/2,j+1/2 - vxi-:_l/Q,j—l/Q))
i+1/2,5+1/2 4Ay
_ _1( (Plyay2 5172 = Pivajagense) + (Playeginye — p?fl/Z,j+1/2))
P 4Ax
o (Vaiismin = Vaiamim) — VEiminm = VEimiam)
2(Ax)?
+<Vx?+1/2,j+3/2 - Vx?+1/2,j+1/2) - (Vx?+1/2,j+1/2 - Vx?+1/2,j—1/2))
2(Ay)?
_an A ((VI?+3/2,]‘+1/2 - Vx?+1/2,j+1/2) + (Vx?+1/2,j+1/2 - vx?—l/Q,j+1/2))
i+1/2,54+1/2 N
vy ((Vx?+1/2,j+3/2 - V$?+1/2,j+1/2) + (Vx?+1/2,j+1/2 - Vx?+1/2,j—1/2))
i+1/2,j+1/2 1Ay
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Al simplificar:

n+1 n+1 n+1
Vi e l(pi+3/2,j+1/2 - pi71/2,j+1/2)
At P 4Ax
n+1 n+1 n+l
_V(V$i+3/2,j+l/2 - 2V5’7i+1/2,j+1/2 + Vl‘i71/2,j+1/2
2(Ax)?
n+1 n+1 n+1
+in:1/2,j+3/2 - 2V‘Ti-:_1/2,j+1/2 + in-:_l/Q,j—l/Q)
2(Ay)?
n+1 n+1 n+1 n+1
Van . (in+3/2,j+1/2 + in—l/Z,j+1/2) LV . (in+1/2,j+3/2 + in+1/2,j—1/2)
i+1/2,j+1/2 AL Yiv1/2,5+1/2 ANy
_ |Ermyyy B l(p?+3/2,j+1/2 - p?—1/2,j+1/2)
At p 4Ax
+V(Vx?+3/2,j+1/2 - 2vx?+1/2,j+1/2 + Vx?—l/Q,j—i—l/Q
2(Ax)?
+V$?+1/2,j+3/2 - 2V5’7?+1/2,j+1/2 + V$?+1/2,j71/2)
2(Ay)?
v ' (Vx?+3/2,j+1/2 - V$?71/2,j+1/2) _yyn ' (Vw?+1/2,j+3/2 - Vl‘?+1/2,j71/2)
i+1/2,j+1/2 AAF i+1/2,5+1/2 1Ay
Agrupamos términos semejantes:
1 v v 1 1
n+1 n+1 n+1
(E + (Az)? + (Ay>2)vxi+1/2,j+1/2 + 4prpi+3/27j+1/2 - 4prpi—1/2,j+1/2
Val , Val ‘
i+1/2,5+1/2 v n+1 i+1/2,j+1/2 v n+1
+ 4Ax B 2(Ax)2>vxi+3/27j+1/2 * 4Nz B 2(Ax)2)vxi_1/2’j+1/2
(V?J?+1/2,j+1/2 v VWt n (Vy?+1/2,j+1/2 v JWartl
4Ay 2<Ay)2 i+1/2,5+3/2 4Ay 2(Ay)2 i+1/2,5—-1/2
_ _l(p?+3/2,j+1/2 - p?—1/2,j+1/2) n VV$?+3/2,J‘+1/2 - 2V$?+1/2,j+1/2 + Vx?—l/Q,j—i—l/Q
p 4Ax 2(Ax)?
e Vx?+1/2,j+3/2 - 2vx?+1/2,j+1/2 + Vx?+1/2,j—1/2 Vx?+1/2,j+1/2
2(Ay)? At
e ' (Vx?+3/2,j+1/2 - V-T?—1/2,j+1/2) vy (Vx?+1/2,j+3/2 - V$?+1/2,j—1/2)
i+1/2,5+1/2 AT i+1/2,5+1/2 1Ay
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Desarrollamos la ecuacién 3.2 de Navier - Stokes:

n+1 n
_1@ — _l(aypi+1/2,j+1/2 + 8ypi+1/2,j+1/2>
pdy  p 2
Yy
n+1 n+1
o, 1 _ a?/pi+1/2,j+1 + 8ypi+1/27j
yPit1/2,5+1/2 = 9
n OyPii1ja,j1 T OyPivaya,
Oypitaj2j41/2 = 5

Se Aplica la Aproximacion con el Operador Gradiente:

n+1 _ntl
Py _ Pitv1j2543/2 7 Pig1y2,5-1/2
yPiv1/2,j+1/2 = ANy
Py B P2 48/2 — Pivijoj—1/2
yPit1/2,j41/2 = 4Ny
Sustituyendo:
n+1 n+1 n n
_1@ B _l(pi+1/2,j+3/2 “ Piy1/25-1/2 n Dit1/2,5+3/2 — pi+1/2,j—1/2)
p Oy p 4Ay 4Ay

Podemos decir que la ecuacion 3.2 de Navier - Stokes se puede escribir como:

1 14 1% 1 1
7 Vyrtt = pntl _ n+l
(At + (Ax)2 + (Ay)z) yz+1/2,]+1/2 + 4pAyp’+1/2’]+3/2 4[0Aypz+1/27]_1/2
Val . Vi )
i+1/2,j+1/2 v n+1 i+1/2,54+1/2 v e
- Vivse, — Vit
i 2(A$)2) Visargne T (T Z(Aac)2> Yim1/25+1/2
(Vyi+l/2,j+1/2 v YWyt n (Vyi+l/2,j+1/2 v Yy
4Ay 2<Ay)2 yi+1/2,j+3/2 4Ay Z(Ay)2 yi+1/2,j_1/2
= _l(p?“/?vﬂ?’/? _ p?+1/27j—1/2) n Vvy?+3/2,j+1/2 =2Vl 012 T VL1000
P 4Ay 2(Ax)?
+v V¥iiygeae = 2VYiage Vi n VYiiijegee
2(Ay)? At
—Val (Vy?+3/2»j+1/2 _ Vy?—1/2,j+1/2) VY (Vy?+1/2,j+3/2 — VUi
i+1/2,j+1/2 AT 12,5412 Ay

93



Ecuacion de Compresibilidad Artificial 2D:

1

ﬁatp?ﬂ/z,jﬂ/z + (8xvx?+1/2,j+1/2 + ayvy?+1/2,j+1/2) =0

Aplicamos Crank-Nicholson:

n+1

n n+1 n
1 (pi+1/2,j+1/2 - pz’+1/2,j+1/2) n 6’96“951‘+1/2,j+1/2 + 02V 9 5110
p At 2
n+1 n
+8yvyi+1/2,j+1/2 + ayvyi+1/2,j+1/2 _ 0
2
Aproximaciones Discretas:
n+1 I ) n+1 _ n+1 n . n
l(pz'+1/2,j+l/2 pi+1/2,j+1/2) VT4 jr1y2 — Y2 41)2 L Uit jy1/2 — V25 41)2
I3 At 2Ax 2Ax
n+1 . n+1 n . n
+”yz‘+1/2,j+1 YYit1/2,4 L Wiy ~ Winzg
2Ay 2Ay
Promedios:
n+1 n+1
gnt1 Ve i1y T V0T g0
Yitrjv1/2 = 5
n+1 n+1
S VT3 19 jv1j2 T VT 12 54172
ij+1/2 9
n+1 n+1
nr1 YWiripgase T Wik
YYit1/2,5+41 = 9
n+1 n+1
ni1 YWirigagrie T Wik 1)
VYit1/2,5 = 9

Los Promedios de los terminos del tiempo actual son identicos a las presentadas
anteriormente, solo variando en el tiempo que son calculadas. La ecuacion al

sustituirlos por estos promedios queda como:

o4



1 n+1 n+1 1 n+1 n+1 1 n+1

AL H1/2541/2 + AAg O Ti3/2,41/2 T g AL i—1/2,5+1/2 + 4Ayvyi+1/2,j+3/2 - 4Ay_vyi+1/2,j—1/2

1 1 1 1

—p7 n n n 1 n
= Garinsinge T ag e RV e e T gy Wi+ R, i e

A continuacion, se desarrollaran las ecuaciones numéricas, de las expresiones
2.19, que nos dardn la aproximacién del término de confinamiento(es); el cuédl

se agregd a las ecuaciones de Nawier-Stokes.

Se comenzara por la matriz V:

2V, 8%V,
VT] _ Ox2 Oz0y
Vv, 8%,
Oyox Oy?

Debido a razones de practicidad, se renombraran los elementos, de la matriz Vn;

de la siguiente manera:

P oV, OV,

_ 2, _

A _ D
Ox?’ 0xdy’ ¢ Oyox’ Oy?

Con estos cambios, la matriz V7, queda de la siguiente forma:

A—B
Vn =
C—-D

Aplicando en A, las aproximaciones de segundo orden, de los operadores

Divergencia y Gradiente, nos queda:

Vyl oo s —Vy? . Vy? . —Vyr .
n _ n i+3/2,5+1/2 i+1/2,j41/2 i+1/2,j+1/2 i—1/2,j+1/2
_ ayvyiJrLjJrl/Q aﬁ’?Vyi,jJrl/2 hz — hx

hx hx
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Después de realizar las operaciones matemaéticas pertinentes, y agrupar los

términos semejante, resulta:

A Vy?+3/2,j+1/2 - 2Vyin+1/2,j+1/2 + vyin—l/zjﬂ/z
- ha?

Efectuando, el mismo procedimiento para, B, C'y D, resulta:

n

n n n
- in+3/2,j+3/2 - sz—l/?,j+3/2 - in+3/2,j—1/2 + in—1/27j—1/2

B 4hxhy
O— Vyliamivae = V¥iijojise = Vi¥itsaj—12 T V¥isi2i-1/2
4hyhx
_ V$?+1/2,j+3/2 - 2V$?+1/2,j+1/2 + Vx?+1/2,j—1/2

hy?

Ahora, se procedera a calcular la aproximacién al vector &:

oVy OV

ox dy

Debido a razones de practicidad, se renombraran los elementos, del vector &J; de

la siguiente manera:

oV, oV,
_ 'y, F = .
ox’ oy’

E

Con estos cambios, el vector &, queda de la siguiente forma:



Aplicando en E y F', las aproximaciones de segundo orden, de los operadores

Divergencia y Gradiente, nos queda:

B Vy?+1,j+1/2 - Vy?;j+1/2

E
hx

r_ vx?+1/2,j+1 - Vx?+1/2,j
hy

3.1.2. Aproximaciones de la Ecuaciones de Navier-Stokes,
con el término de Confinamiento de la Vorticidad
y Compresibilidad Artificial en el obstaculo y la
frontera

Para la Ecuacién 3.1 se tiene que:

1 = Hacia adelante:

1 Val , 2 Val . 9
(— R . + . )wafz 1ya Tt ( AR - )V:vf‘+312 i+1/2
At 2Ax (Azx)?2  (Ay)? +1/2,541/ 6AT 3(Az)? +3/2,5+1/
(V?/?H/Q,jﬂ/z v Wt _ (Vy?+1/2,j+1/2 v Wt
4Ay 2(Ay)2 i+1/2,5+3/2 4Ay 2(Ay)2 i+1/2,j—1/2
n+1 n+1 n n n
+pi:1/2,j+1/2 pi:3/2,j+1/2 _ _1<_(8/3)pi,j+1/2 2011 y9 410 T (2/3>pi+3/2,j+1/2)
2pAx 6pAx p 4Ax
—|—V( (8/3)V$Zj+1/2 o 4vx?+1/2,j+1/2 + (4/3)Vx?+3/2,j+1/2
2(Ax)?
n n n n+1
+V$i+1/2,j+3/2 =2Vl o jaye T in+1/2,j71/2) ( dv )V 20; 741/
2(Ay)? 3(Ax)2) " T2 T 3pAr
Ve (—<8/3)V$Zj+1/2 +2VE iyt (2/3)V$?+3/2,j+1/2)
—VTiti25+1/2 AAL
n n n n+1
_Var Valypese = Vaiapie,  V8iapiae Van 2V
yi+1/2,j+1/2( ANy At + xi+1/2,j+1/2<—3Am )
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1 = Hacia atras:

1 Vailipjnge 2v v n+1 Vaiipgeye 2v n+1
Y T N Vv I 7V e e L T Rl Sy P WS AL S ERRIE
V¥iapinz v V¥ Vot
+( ANy Q(Ay)g) Li1/2,j+3/2 ( 4Ny 2<Ay)2) Li1/2,j-1/2
n n+1 n n n
_pij11/2,j+1/2 _ pij3/2,j+1/2 _ _1( (8/3)pi,j+1/2 =207 10 11y2 — (2/3)pi73/2,j+1/2)
2pAx 6pAx p 4Ax
41/V3:Zﬁ1/2 ey B/3Wai ;1o =V jirye T GBIVl 5 54170
3(Ax)? 2(Ax)?
+Vx?71/2,j+3/2 - 2‘/‘”?71/2,#1/2 + Vx?fl/Q,jfl/Z) n Vl'?fl/Q,jJrl/Q
2(Ay)? At
Van (8/3)V33Zj+1/2 - 2V$?71/2,j+1/2 - (2/3)‘/93?73/2,#1/2
- $i71/2,j+1/2( INT )
n n n+1
Vg (Vw?—1/2,j+3/2 - V$z‘—1/2,j—1/2) B 2V$z‘—1/2,j+1/2 vartl 2pi,j+1/2
Yi—1/2,5+1/2 A7y 3Az ij+1/2 3pAx
jJ = Hacia adelante:
(i Ve v 2v YVt N (Vx?+l/2,j+1/2 v gt
At 2Ay (Az)2 T (Ay)’ T/t ANz 2(Ag)2’ Ti+3/2+1/2
n n n+1
_(in+1/2,j+1/2 v )V artl n (Vyz‘+1/2,j+1/2 2 )Vt n Pit3/2,5+1/2
N 2(Az)? i—1/2,j+1/2 6Ay 3(Ay)? i+1/2,j+3/2 ApAx
n+1 n n n n n
_Picippgaye _ _l(pi+3/2,j+1/2 - pi71/2,j+1/2) n V(in+3/2,j+1/2 =2Vl o iy TV 040
4pAx p 4Ax 2(Az)?
n B3Vl yp; =4Vl 1 01 T (4/3)V$?+1/2,j+3/2) . |Ermyy
2(Ay)? At
vy o 1/2(_(8/3)Vx?+1/2,j + 2V33?+1/2,j+1/2 + (2/3)‘/33?+1/2,j+3/2)
+1/2,5+ 4Ay
Val s, —Val . 2Vyl s 4y
n i+3/2,j+1/2 i—1/2,j+1/2 4+1/2,541/2\ 1, nt1 et
Va2 AN +( 3Ay Wil + (3(Ay)2 Wil

o8



J = Hacia atras:

(i B Vy;:_l/z’j_l/g 2v n v VWt n (VI?+1/2,J'—1/2 v Wartl,
At 2Ay (Ay)2 ~ (Ag)2’ THY2571)2 AAx 2(Ax)2’ " TH3/25-1/2
_(vx?+1/27j—1/2 v N _ (Vy?+1/2,j—1/2 4 2v N
4Ax 2(Ax)? Tic1/2,5-1/2 6Ay 3(Ay)? Lit1/2,j-3/2
n+1 n+1
Pispagore  Pitvegoie _l(p?+3/2,j—1/2 — Pz o
4pAx 4pAx p 4Ax
+V(Vx?+3/z,j—1/2 —2Val e VI e
2(Ax)?
+(8/3>V3’3?+1/2,j - 4V5U?+1/2,j—1/2 + (4/3)‘/55?4-1/2,]‘—3/2)
2(Ay)?
n n+1 n n
C2VWihyesyz e WVailin, Ve (Vﬂ%w/z,jfl/a — Vil
37y Lit1/2,5 3(Ay)? Tit1/2,j—-1/2 1AL

(8/3)Vx?+1/2,j - 2V33?+1/2,j—1/2 - (2/3)V'7f?+1/2,j—3/2) n Vx?+1/2,j—1/2

_Vy?+1/2,j—1/2( 1Ay At
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1,7 = Hacia adelante:

(i Vatapirpe  VUiijejige 2v n 2v )Vt
At 2Ax 2Ax (Az)?2 ~ (Ay)2’ THY25H1/2
V™ ) 2 Vy?l ) 2
i+1/2,j+1/2 v n+1 i+1/2,j+1/2 v n+1
+( 6L - B(AI)Q)in+3/2’j+l/2 + 6L - 3(Ay)2)vxi+1/2,j+3/2
p?:ll/zjﬂ/z p?j31/2,j+1/2 _ _1(_(8/3)pzj+1/2 + 2p?+1/2,j+1/2 + (2/3)p?+3/2,j+1/2)
2pAx 6pAx p 4Ax
+( B/l o = AVl o ii1e T (4/3)V T 50 5010
2(Ax)?
n (8/3)Vx?+1/2,j =4Vl oy T (4/3)V$?+1/2,j+3/2) B
2(Ay)?

_va?+1/2,j+1/2v nbl _2V9?+1/2,j+1/2v 1
3Ax Tij+1/2 3Ax i+1/2,5

n+1 n+1
_ _2pi,;—+1/2 4VVxJH/2

3pAz 3(Ax)?

n n n n+1
Ve (_(8/3)in,j+1/2 + 2Vl i+ 2Vl 5 501 0 4”‘/%:1/2,]'

/25412 1Az 3(Ay)?
RV (_(8/3>V'I?+1/2,j + 2V o iaye T (2/3)Vm?+1/2,j+3/2) i Vim0

i+1/2,j+1/2 AAx At
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t = Hacia adelante; j = Hacia atras:

(i Vl'?+l/2,jfl/2 B Vy?+1/27j71/2 n 2v n 2v g
At 2Ax 2Ay (AI)Q (Ay)Q i+1/2,j—1/2

n n n+1
+(in+1/27j_1/2 - 2v )Vx@—&-l ' . (vyi+1/2vj_1/2 2v )VZL'T-H_l ' + pi+1/27j—1/2
6Ax 3(Ax)? i+3/2,j—1/2 6Ay 3(Ay)? i+1/2,5—3/2 —QpAa:

n+1
pif3/2,j—1/2 1 _(8/3)172]‘—1/2 + 20810510 T (2/3)p?+3/2,j—1/2

— - )

6pAx p 4Ax
o (8/3>V‘r2j—1/2 - 4V$?+1/2,j—1/2 + (4/3)‘/‘77?-1-3/2,]‘—1/2
2(Ax)?
n (8/3)Vx?+1/2,j—M - 4V$?+1/2,j—1/2 + (4/3)Vx?+1/2,j—3/2)
2(Ay)?
Van (_(8/3)‘/‘732]'—1/2 + 2V‘T?+1/2,j—1/2 + (2/3)Vx?+3/2,j—1/2)
o Ti2-1/2 4Ax
Vyn ((8/3>V‘T?—|—1/2,j - 2V$?+1/2,j—1/2 - (2/3)‘/‘77?-1-1/2,]'—3/2)
—VYit1/2,j-1/2 1Ay
Vil 2V ol 2Vy?+1/2,j—1/2v o 2 !
At 3AT 4,j—1/2 3Ay i+1/2,5 3pA$ i,j—1/2
41/sz;r_11 /2 4VVI?:11/2J
MRETVNOE 3(Ay)?
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t = Hacia atras; ) = Hacia atras:

1 Vol

Vy?_1/2,j—1/2 2v 2v n+1

(Kt B 2Ax

Vx?—1/2,j—1/2 2v Vot _
S(Ax)Q) Li_3/2,j—1/2

—( 6Az +

n+1
Di_1/2,5-1/2

2pAx

6pAx

n+1
Pi—gjaj-1/2

T oay T aep ) e

Vy?—1/2,j—1/2 2v N .
( 6Ay 3(Ay)? i 1/2,j—3/2

(8/3)1723‘71/2 = 2D 010 — (2/3)17?73/2,;'71/2

( 4Ax )
(8/3)‘/37?,]'—1/2 - 4V‘73?—1/2,j—1/2 + (4/3)‘/5’;?—3/24—1/2 n

+u(

(8/3)‘/37?—1/2,3' - 4‘/5’;?—1/2,3‘—1/2 + (4/3)‘/5’;?—1/2,]'—3/2

2(Az)?

/3y, 1) =2Vl yp i 1) = /)Wl g, 1

2(Ay)? )

_Vx?—l/Q,j—l/Q(

(8/3)‘/5’7?71/2,3' - 2‘/5’7?71/2,3'71/2 - (2/3)‘/-73?71/2,3'73/2

)

_vy?—l/lj—lﬂ(

_ 2V$?71/2,j71/2
3Ax

4Ax
Vx?71/2,j71/2
4Ay At

n+l 2Vy?,1/2,j,1/2 ntl 2

ij—1/2 37y i—1/2,j 3prpi,j—1/2
4y 4y

n+1 n+1

+3(Ax)zvxi,jfl/2 + 3(Ay)2vxi71/2,j
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1t = Hacia atras; ) = Hacia adelante:

(i Vi agie | V¥ n 2v n 2v VarH
At 2Ax 2Ay (Az)2 ~ (Ay)2’ TiTY20H12
sz 1/23+1/2 + 2 )Vxn_H _'_ (Vy?,1/27j+1/2 _ 27/ )V n+1
6AT 3(AI’) 1—3/2,j+1/2 6Ay 3(Ay) i—1/2,j4+3/2
n+41 n+1 n n n
_pij_l/Q,j+1/2 _ pij3/2,j+1/2 _ _1((8/3)pi,j+1/2 - 2pi71/2,j+1/2 - (2/3)pi73/2,j+1/2)
2pAzx 6pAx p 4Ax
+V((8/3>V$Zj+1/2 AVl 1/2g+1/2+<4/3)v'73z 3/2,j+1/2
2(Ax)?
+(8/3>V371 1/2,5 — 4Vl 1/2j+1/2+(4/3)vxz 1/2g+3/2)
2(Ay)?
Van ((8/3)Vz ij—12 — 2Vl 1/2,j+1/2 —(2/3)Va 3/2,j+1/2
—VTi_1/25+1/2 AIAT )
_vyn ) ) (—(B/3)Vai 1/2,5 + 2Vl 1/2j+1/2+(2/3)vxz 1/2g+3/2)
i—1/2,j+1/2 1Ay
Vi 1/2,j+1/2 2V 1/2J+1/2V n+ 2vy;lll/lj”rl/?v n+1 _ PV et
R T e N e e
n+41
_2pi,;r+l/2 4v

vV n+1
3pAz +?)(Ay) Tic1/2

Para la Ecuacién 3.2 se tiene:
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1 = Hacia adelante:

(1 Vil 2v N v Vgt
At 2Ax B2 " (A’ Yirizinye

Vil e o 2Vt
( 6Az - 3(Aa:)2) Yitrs/2,j+1/2

Vyr ) v p?wl )
vyTH_l ' o ( i+1/2,5+1/2 )Vyn+1 ‘ + i+1/2,j4+3/2
i+1/2,5+3/2 4Ay Q(Ay)Q i+1/2,5—-1/2 4pAy

n+1 n n
Divij2,5-172 _l(pi+1/2,j+3/2 _pi+1/2,j71/2>

dpAy  p 4Ay
(8/3)‘/3/2]'4-1/2 - 4Vy?+1/2,j+1/2 + (4/3)Vy?+3/2,j+1/2
2(Ax)?
+Vy"n+1/2,j+3/2 —2VYihaye e T Vy?+1/2,j71/2) + ( bt YWyl
2(Ay)? 3(Ax)? Yijr1/2
n _(8/3)‘/92]-“/2 + 2V?J?+1/2,j+1/2 + (2/3)Vy?+3/2,j+1/2
_sz‘+1/2,j+1/2( INT )
2Vyn+1

Van (Vy?+1/2,j+3/2 - Vy?+1/2,j—1/2) n Vy?+1/2,j+1/2 Ry ( i,j+1/2)
Yit1/2,5+1/2 ANy At Lit1/2,5+1/2 T 3Ar

(Vy?+1/2,j+1/2 v )
4Ay 2(Ay)?

+u/(
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1 = Hacia atrads:

1 Vol 2v v VIl s i 2v
— - ’ Vyrt e — - Vyrtl,
(At P S 0 e I 0 N EL T VB ST VR TP P e LR T

(Vy?fl/z,jﬂm _ Yy N (Vy?71/2,j+1/2 Yy
4Ay Q(Ay)Q Yim1/2,5+3/2 4Ay 2(Ay)2 Yi1/2,5-1/2
n+1 n+1
pi—+l/2,j+3/2 pi—+l/2,j—1/2 1

_ (p?—l/Z,j+3/2 - p?—l/2,j—1/2)
4pAy 4pAy p 4Ay
(8/3)‘/ij+1/2 - 4Vy;11/2,j+1/2 + (4/3)Vy?—3/2,j+1/2

2(Ax)?
+Vy?71/2,j+3/2 - 2Vy?f1/2,j+1/2 + Vyinq/z,jq/z) n Vy?71/2,j+1/2
2(Ay)? At
n (8/3)Vy?,j+1/2 =2V 012 — (2/3)Vy?—3/2,j+1/2
_inf1/2,j+1/2( AAT )

n n n n+1
VU1 pies2 = VYiiija 12 B 2V g2, nin 2172-,;;1/2

_Vyz’—l/2,j+1/2( 4Ny 3AT Yij+1/2 3pAy

n+1
4VV3/¢,]‘++1/2

3(Az)?

+u(

_|_

7 = Hacia adelante:

(i VYliio )2 v + 2v Yyt + (Vx?+1/2,j+1/2 v Yyl
At 2Ay (Ax)?2  (Ay)? Yir1/2,5+1/2 AAT 2(Az)?2 Yiys/2,j+1/2
n n n+1
VEagegee v YWyt N (Vyi+1/2,j+1/2 2y Ny P 2412

4Ax 2(Ax)? Yim1/25+1/2 Yit1/2,5+3/2 T2pAy

6Ay 3(Ay)2)

+p?—:_11/2,j+3/2 _ _1(—(8/3)19211/20' + 202105412 (2/3)p?+1/2,j+3/2)
6pAy p 1Ay
Vy?+3/2,j+1/2 - 2V?/@n+1/2,j+1/2 + V?/zn—1/2,j+1/2
2(Ax)?
n (8/3>Vy?+1/2,j - 4V?J?+1/27j+1/2 + (4/3)V?J?+1/2,j+3/2) + Vy?+1/27j+1/2
2(Ay)? At
2p?j11/2,j VY (_(8/3)V3/?+1/2,j+ + 2V3/?+1/2,j+1/2 + (2/3)V3/?+1/2,j+3/2)
3pAy +1/2,j4+1/2 4Ay

Vg v

n Vy;,'rl+3/2 j+1/2 _Vy?—l/Q j+1/2 i+1/2,j+1/2 1
Velapnnl g ) sy Vil Gy

+u(

n+1
)Vyi+l /2,5

65



7 = Hacia atras:

1 Vy?+1/2:j*1/2 2v vyt (Vxﬂrl/2 j—1/2 v n+1

(R~ 2hy T e e iy )Y
sz+1/2] 1/2

v )V n+1 B (Vyﬁrl/?v]'*l/? 2v n+1
4A\x 2(Ax)? Yic1/2,5-1/2

V! )
6Ay + 3(Ay)2) Yit1/2,5-3/2
_p?jll/gd_l/g _ p?jll/gd_g/z _ 1 ( (8/3) +1/2J 2p?+1/27j—1/2 (2/3) +1/2] 3/2)
2pAy 6pAy N p 4Ay
_va?Jrl/?,j—l/Z Vyn+1/ 4 y(vyznnt?’/?,j—l/? B 2vyinJrl/QJ—lﬂ - vyin—l/lj—lﬂ
3Ay /2,9 2(Ax)?
. (8/3)Vy?+1/2,j —4AVY a1 T (4/3)vy?+1/2,j—3/2)
2(Ay)?

_4VV?JZT11/2,J' SVt (Vyz+3/2y 1/2 Vy?—1/2,j—1/2)

3(Ay)? i+1/2,j—1/2 AAT

n (8/3)Vy?+1/2g 2Vyz+1/2] 1/2 (Q/B)Vy?+1/2,j—3/2 vyzn—f—l/Q,j—l/Q
—Vyi+1/2,j—1/2( 4Ny ) At

t = Hacia adelante; j = Hacia adelante:

(i Vi mivie  VUiliipiige 2v N v Vgt
At 2Nz 2Nz (Ax)2 " (Ayp’ " Yz

(V$?+1/2,j+1/2 B 2v W nt1 n (V?Jﬁrl/z,jﬂ/z _ 2v 1
6 AT 3(Az)? Yir3/2,5+1/2

6AL 3(Ay)? )Vyi+1/2,j+3/2

n+1 n—+1 n n n
pi:1/2,j+1/2 + pz‘++1/2,j+3/2 . _1(_<8/3)pi+1/27j + 2pi+1/2,j+1/2 + (2/3)pi+1/2,j+3/2)

2pAy 6pAy  p 4Ay
U (8/3)Vy2j+1/2 —AVYL s i1 T (4/3)Vy?+3/2,j+1/2
2(Ax)?
i (8/3)‘/9?“/2,]' - 4Vy?+1/2,j+1/2 + (4/3>Vy?+1/2,j+3/2)
2(Ay)?
n n+1 n+1
2V'rz+1/2 ]+1/2V L 2V?/i+1/2,j+1/2 it 2pz‘+1/2,j 4Vvyz‘,j+1/2
3Ax Yiijr1/2 3Ax i+1/2.5 3pAy 3(Ax)?
Van —(8/3)Vy?,j+1/2 +2VYi o a1 T (2/3)Vy?+3/2,j+1/2 4VV3/Z:F11/2,;’
- xz’+1/2,j+1/2( AA7 + 3(Ay)?
n _(8/3>Vyzn+1/2,j + 2Vy?+1/2,j+1/2 + (2/3>Vy?+1/2,j+3/2 Vyzn+1/2,j+1/2
_Vyi+1/2,j+1/2( AN )+ At

+
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t = Hacia adelante; j = Hacia atras:

1 Vol piae VUYiapiie 2v 2v il

N7 - V! .
(At . 2Ax 2Ay + (Am)2 + (Ay)2) yz+1/2,]—1/2
n n n+1
+(V13i+1/2,j—1/2 2w Wyt B (Vyi+1/2,j—1/2 n Y, Wyt _ Pitijago1p
6Ax 3(Ax)? i+3/2,j—1/2 6Ay 3(Ay)? i+1/2,j—3/2 QpA_y

n+1
pi:1/2,j—3/2 1 (8/3)p?+1/2’j B 2p?+1/2,j—1/2 - (2/3)27?4-1/2,]'—3/2

SR )

6pAy p 4Ay
o (8/3)V?/Zj—1/2 - 4vyin+1/2,j—1/2 + (4/3)‘/34?—1-3/2,]‘—1/2
2(Ax)?
+(8/3)V?J?+1/27j - 4Vy?+1/2,j—1/2 + (4/3>Vy?+1/2,j—3/2)
2(Ay)?
Van _(8/3)‘/92]-_1/2 + 2V?J?+1/2,j—1/2 + (2/3)V?J?+3/2,j—1/2
- xi+1/2,j71/2( INT )
vy ‘ ((8/3>Vyzn+1/2,j - 2V?/?+1/2,j—1/2 - (2/3)V?J?+1/2,j—3/2)
i+1/2,j—1/2 4Ny
Vyin+1/2,j—1/2 2V%Zrl/lj—l/Q n+l 2Vyzn+1/2,j—1/2 ntl n+1
At 3AL ij—1/2 37y i+1/2,5 3pAypi+1/2,j
VWV,
3(Ax)? 3(Ay)?
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t = Hacia atras; ) = Hacia atras:

(i B Vx?—1/2,j—1/2 _ Vyf_1/2,j_1/2 " 2v n 2v )Vy?‘“ |

At 2Ax 2Ay (Az)? ' (Ay)? i—1/2,j—1/2

_(Vm?_l/zj_l/z 2v n+1 Vy;'n_l/gd‘_l/z 2v v ntl B
+ ( 6Ay 3(Ay)2) Yi—1/2,5-3/2

6Ax 3(Ax)2)vyi—3/27j—1/2 -
Picijaj-1/2  Picij2j-3/2 _1((8/3)17?71/2,3' =200 )04 10 — (2/3)10?71/2,3‘73/2)

n+1 n+1
2pAy 6pAy  p 4Ay
(8/3)Vy2j—1/2 - 4Vy?—1/2,j—1/2 + (4/3)‘/3/?—3/2,3‘—1/2 n
2(Az)?
(8/3)‘/2/?—1/24 - 4‘/3/?—1/2,3'—1/2 + (4/3)‘/?/?—1/2,3'—3/2
2(Ay)?
_an ((8/3)V3/Zj—1/2 - 2Vyzn—1/2,j—1/2 - (2/3)‘/3/?—3/2,3'—1/2)
i—1/2,j—1/2 AAL

Van (8/3)V?J?,1/2,j - 2Vy7,n71/2’j71/2 - (2/3)‘/?4?71/2473/2 Vy?fl/Q,jfl/Z
- yi—1/2,j—1/2( 4Ay )+ At
_2vw?*1/2,j*1/2 el 2Vy;q;l/ljfl/? nbl 2 o
3AL Yij—1/2 37y Yic1/25 3I0Aypz‘—1/2,j

4y 4y
n+1 n+1
N R R T ERE

+u(

)

+
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t = Hacia atras; j = Hacia adelante:

(i B Vx?—l/z,j+1/2 V?J?—1/2,j+1/2 2v n U W il
At Az 2Ay (Ax)2 " (g’ Yimzine
Vil i, 2v Vyl g 20
_ i—1/2,j+1/2 n+1 i—1/2,j+1/2 n+1
6Ax + B(Ax)2)vyi*3/27j+l/2 +( 6Ay 3(Ay)2)vyi71/2,j+3/2
n+1 n n n n
+pij1/2,j+1/2 pij11/2,j+3/2 _ _1(_<8/3)pi71/2,j + 2pi71/2,j+1/2 + (2/3)10171/27#3/2)
2pAy GpAy p AAy
I/( (8/3>Vy2j+1/2 - 4Vy?—l/2,j-|-1/2 + (4/3)‘/2/?_3/2,3'4_1/2
2(Ax)?
i (8/3)‘/9?—1/2,]‘ - 4V?/?—1/2,j+1/2 + (4/3)V?/?—1/2,j+3/2)
2(Ay)?
— Vo , ((8/3)Vy2j+1/2 - 2Vyzn—1/2,j+1/2 - (2/3>V?J?_3/27j+1/2)
i—1/2,5+1/2 AN
VY (=8/IV Y1 )o; + 2V 1y jiaye + (2/3)‘/2/?_1/2,%3/2)
i—1/2,j+1/2 1Ay
Viispgme  2V8iping an Vi o AV
At 3Ax Yijri/2 3Ay Yi1/2,j 3(Ax)? Yij+1/2
n+1
__2ptj+4/2 4 4 L/yn+l

Aproximaciones en la Frontera, del término de Confinamiento. Aqui, se utilizaran

los operadores de segundo orden, en la frontera:

1 = Hacia adelante:

n n
A a96VfU1,g‘+1/2 - 850Vy0,j+1/2
hx
VUiiajo 2 Vit e —4/3VYR a3V o e YOV g0 100
hx hx/2

hx

Realizando, operaciones elementales y agrupacion de téminos semejantes, nos

queda:
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A= A3Vyiaragiie = WVUiyeye T 8/3VYin
- ha?

Procediendo, de la misma manera para B, C'y D, resulta:

- Vx?+3/2,j+3/2 + V‘T?+1/2,j+3/2 - Vx?+3/2,j71/2 - Vx?+1/2,j—1/2 - 2V$Zj+1/2 + 2V$Zj71/2

B—
4hxhy
o Vyliamivae T VUitijajean = Viiiamj—12 = Viitiaj-12 = 2V a0 +2VU5 1
4hxhy
- Lf$?+1/zj+3/2 __2‘/1i11/24+4/2 *“/$2¥1/1j—1/2

D
hy?

Para E y F', resulta:

Vs gare Y Vg2 7 2V

E
2hx
o V$?+1/2,j+3/2 - Vx?+1/2,j—1/2
2hy
J = Hacia adelante:
e Vyliamivie = 2V 02 Y VUili 0012
ha?
_ Vatismirap T Vs e =2Vl = Vaiimism = VT a2V )
hxhy
c— Vylisjese T Vs e = 2VUiksmy = VUitiprae = V¥icioiie T 2VY1 )0,
hxhy
hy?
o Vy?+3/2,j+1/2 - Vy?fl/z,j+1/2
2hx
ja Valiejese TV = 2V

2hy
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1 = Hacia atrads:

. 8/3vy2j+1/2 - 4V?J?—1/2,j+1/2 + 4/3Vy?_3/2,j+1/2

ha?
B_ 2(L/x2j+3/2 _"/ij—1/2)__"/x?;1/2j+3/2 _'L/1i13/2g+3/2 +"/x??3/lj—l/2'+'L/xz—3/lj—1/2
4hxhy
C= 2VY2ivae = Vo) = VUt yagiss = Viitspiae ¥ Vismi e+ VYilas, 1
4hxhy
D __‘/3§11/zj+3/2"’2‘/x?¥1/lj+1/2*_‘/aiil/lj—l/2
hy?

_ 2V — VUi — VUi

E
2hx
P Valiispn = Va1,
hy
Jj = Hacia atrds:
A Vy?+3/2,j_1/2 - 2Vy?+1/2,j—1/2 + Vyzn—l/Q,j—l/2
o ha?
B_ 2Vl g = Vi) = Valiami 1 = Vaiamian T Ve am+t VT s
4hxhy
C= 2Vyiayag = VUiiieg) = Vilspiore = Viilamgap T VUilipsp T Viilipg s
4hxhy
Do 8/3Val y n; — AVl o1y + 43V 105 5
— e

B L/yz}3/2J _’L/y£¥1/1A4

FE =
2hx
P 2Vx?+1/27j - Vx?+1/2,j - Vx?+1/2,j—3/2
2hy
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1,7 = Hacia adelante:

A= 4/3Vy?+3/2,j+1/2 . 4Vy?+1/2,j+1/2 T S/BVyZJ'“/?

ha?
_ Vit s e VOl esn Vi i, + Vi o — 4V + Vi, — V)
4hxhy
c— Vylismirae T VUi zitae T V¥t zitie T Ve it = AV Yyl + Viim — Vi)
4hxhy
D 4/3vx?+1/2,j+3/2 - 4vx?+1/2,j+1/2 + 8/3vx?+1/2,j
hy?

E = 2Vy?+3/2,j+1/2 + Vyzn+1/2,j+1/2 B 2Vy§fj+1/2

2hx
ja 2VI?+1/2,J'+3/2 - V$?+1/2,j+1/2 - 2V$?+1/2,j
2hy
1,7 = Hacia atrds:
A 8/3V?JZ]'_1/2 - 4‘/1/?—1/24—1/2 + 4/3‘/9?—3/2,3'—1/2
N ha?
B AV, = Val, = Val ;) + Vx?—l/Q,j—1/2 + Vx?—3/2,j—1/2 + Vx?—3/2,j—3/2 + Vx?—1/2,1—3/2
4hxhy
C AVy = Vyri o — Vyil) + VYoo T VU 30500 T Vs i80 T VY1232
4hxhy
D 8/3V5’7?71/2,j - 4‘/%?71/24‘71/2 + 4/3‘/37?71/2,3‘73/2
— e

o VYl = VY, — Vian,

2hz
2hy
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t = Hacia adelante, ) = Hacia atras:

Y 4/3Vy;1+3/27j_1/2 — AVl a1 T 8/3Vy£bj—1/2

ha?
B AVai,,; —Vay; + Vag; ) — Vx?+3/2,j—1/2 - Vx?+1/2,j—3/2 - V$?+3/2,j—3/2
4hxhy
O 4(V?J?+1,j - Vyi'; + VI?,jfl) - Vy?+3/2,j—1/2 - V?/?+1/2,j—3/2 - Vy?+3/2,j—3/2
4hxhy
B 8/3‘/5”?“/2,]' - 4V$?+1/2,j71/2 + 4/3V$?+1/2,j73/2
- o

Vyiism; = Viiyey — 2VUi,

E =
2hx
ja 2V:L‘?+l/2,j - Vx?+1/2,j—1/2 - Vx?+l/2,j—3/2
2hy
t = Hacia atrds, j = Hacia adelante:
e 8/3Vy2j+1/2 - 4V3/?—1/2,j+1/2 + 4/3V3/?—3/2,j+1/2
ha?
_ 4(V5172j+1 —Vago+ szn—l,j) - Vx?—l/Z,j+3/2 - VII’£3/2,]’+3/2 - V$?73/2,j+1/2 - Vx?f1/2,j+1/2
4hxhy
_ AV — Valy Vi) — Valysase = VOilsmise = Vailapioye = Vol
4hxhy
D 4/3VI?—1/2,J'+3/2 - 4V$?—1/2,j+1/2 + 8/3Vx?—1/27j
— hy?

_ 2Vy:fj+1/2 - Vy?—1/2,j+1/2 B 2Vyzn—ii/2,j+1/2
2hz
Ve t Vi, —2Ve

2hy

E

n
(2%

F =

Ecuacion de Compresibilidad Artificial:
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Aproximaciones en la Frontera:

1 = Hacia adelante:

n+1

n+1
Div1/2,5+1/2

i+3/2,j+1/2

VT vl

i+1/2,j4+1/2

n+1
VYiv1/2,5+3/2

n+1
VYit1/2,5+1/2

BAL

YYiv1/2,5-1/2  Pit1/2,541/2

4Azx 4Ax

n+1
VYiv1/2,5+1/2

n+1
U, it1/2

4Ay

n
VL4379 54+1/2

4Ay

n
VT4 1/2,5+1/2

+

4Ay 4Ay BAL

n n
+”i,j+1/2 VYit1/2,543/2

2Ax

n
VYit1/2,5+1/2

4Ax

n
VYit1/2,5+1/2

4Ax

n
VYit1/2,5-1/2

2Ax 4Ay 4Ay

1 = Hacia atrds:

n+1

n+1
Di1/2,5+1/2 i—3/2,j+1/2

v n+1

UT; /254172

n+1

VYi1/2,5+3/2

4Ay

n+1

VY 1/2,5+41/2

4Ay

n+1
VY 1/2,5+1/2

BAt 4Nz

n+1
VY 1/2,5-1/2

4Ax

VT +1

n n
_ Picaypji1/2 ij+1/2 VT

4Ay

n
i,j+1/2

4Ay

v

i—3/2,j+1/2

4Ay

UL _1/2,5+1/2

4Ay GAL 2Ax

n
VYi—1/2,5+3/2

2Ax

n
VYi—1/2,5+1/2

+

4Azx

n
VYi1/2,5+1/2

* 4Azx

n
VYi—1/2,5-1/2

4Ay

J = Hacia adelante:

n+41 n+1 n+1

Pivisa 172 | YWirsjagvi2 | YWit12541/2

4Ay

vr

4Ay

n+1
i+1/2,5+1/2

4Ay

n+1
UL 1/2.5+1/2

BAL 4Ax 4Nz

n+1 n+1 n
’Uyl. . VY. . D; X
+1/2,54+3/2 i+1/2,541/2 i+1/2,74+1/2
LWingesn | Winjagege  Pivzgage

n+1
YYit1/2,

4Azx

n
VYit1/2,5

4Ax

n
VYit1/2,5+3/2

4Ay 4Ay BAL 2Ay
_U?/?+1/2,j+1/2 B vy vy

VT

2Ay
i41/2,511/2

4Ay

n
VT, 1/9.+1/2

i3/241/2 _ PTik1j2g12
4Ay

1Az 4Azx

j = Hacia atrds:
n+1

n+1
Divisoj-1/2  VTiy3/2i-1/2

n+1
Vi1 y/2.5-1/2

4Azx

an+1

i+1/2,j—1/2

4Azx

n+1

VT 4)9.5-1/2

BAt

n+1
VYiv1/2,5-3/2

1Az 1Az

n+1 n
YWiv1/2,5-172  Pit1/2,5-1/2

4Ax

v

i+3/2,j—1/2

4Azx

n

UT41/2,5-1/2

4Ay 4Ay

n n+1
VT q95-172  YYig1/2,5

BAt

n n
VYiv1/2,5

UT;1/2,5-1/2

4Ax

mn
VYit1/2,5-3/2

4Azx

n
VYiv1/2,5-1/2

4Ax 4Ax 2y 27y
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1 = Hacia adelante; j = Hacia adelante:

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n
pz’jl/Q,j+1/2 UxijS/Q,jJrl/Z VTt 954172 YWit1y2,543/2  YWir1/2541)2 _ Pivippt1y2
BAL 4Ax 4Ax 4Ay 4Ay BAL
_Uy?+1/2,j+1/2 B VY o132 VY 2. B VI 541)2 B VT g0 iv1/a VT ji1)0
4Ay 4Ay 2Ay 4Ax 4Ax 2Ax
n+1 n+1

+U'xi,]’++1/2 in—:rl/Q,j
2Ax 2Ay

t = Hacia adelante; 7 = Hacia atrds:

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n
pi11/2,j—1/2 sz':3/2,j—1/2 U‘Ti-:rl/Q,j—l/Q _ Uyz'++1/2,j—3/2 _ in:1/2,j—1/2 _ Dit1/2,5-1/2
BAL 4Ax 4Ax 4Ay 4Ay BAt
_”x?+3/2,j—1/2 B mC?+1/2,j—1/2 n Uij—l/Q _ W?H/z,j Uy?+1/2,j—1/2 Uy?+1/2,j—3/2
4Ax 4Ax 2Ax 2Ay 4Ay 4Ay
+1 +1
+“ij—1/2 VWi
2Ax 2Ay
t = Hacia atrds; j = Hacia adelante:
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n
Picijagv12  Yiciagvi2 - YWisspgrye | YWicipgrye | YWicipgese - Piciagege
BAt 4Ax 4Ax 4Ay 4Ay BAL
n n n n n n n+1
W2 Yiiupgrye . YWisspgre Wiciegese . Wiciegrye . Wicieg Vi
2Ax 4Ax 4Ax 4Ay 4Ay 2Ay 2Ax
n+1
+in—1/2,j
2Ay
1 = Hacia atras; ) = Hacia atras:
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
Picija5-172  YVicijag-12 YWisppgoe YWipg-12 injl/Q,jﬁ/z -
BAL 4Ax 4Ax 4Ay 4Ay
Pi1/24-1/2 B VY1 gag VYayego1ge VYiaye-3)0 B VI 1 VI g0 e
BAtL 2Ay 4Ay 4Ay 2Ax 4Ax
n n+1 n+1
UTiija5-1/2 Umij—lﬂ B vyi—Jrl/Q,j
4Ax 2Ax 2Ay
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Finalmente, una vez que hemos obtenidos los valores de A,B,C' y D, para Vn; y
E y F, para &J; tanto en los nodos internos, como en la frontera y el obstaculo del

mallado. Se procedera a contruir el equivalente numérico de €s.

Con los valores A, B, C'y D obtenidos, |Vn|, es igual a:

V| = +/(A— B)?+ (C — D)?

Una vez obtenido V), al igual que su norma; se puede obtener n:

A-B N

IR B

C—D .

Il e
Ahora se desarrolla el vector s
i k

S=nxd=| 1, n, i, | = (E—=F)(riyji—1,7)+0=(E—F) !
1,

0 0 E-F

. €54
€5 =
€5y
en donde
S = Ny(E —F)

s, = —1ig(E — F)
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Capitulo 4

RESULTADOS Y
CONCLUSIONES

4.1. Resultados Numeéricos

Las pruebas para las simulaciones fueron evaluadas en base al realismo que
debian presentar los resultados de acuerdo a las condiciones proporcionadas y
el comportamiento computacional que presenta la simulaciéon. Con respecto al
tiempo computacional para el calculo, depende no solo del tipo de computador,
sino de las condiciones, complejidad y magnitud de la situacion deseada. Debido
a que los resultados fueron obtenidos independientemente de la visualizacién, no
existe una relacién entre el tiempo de computo y la fluidez en que es representada
la animacién. Es impotante destacar, que las pruebas mostradas en este trabajo,
son solo una pequena muestra de la gran variedad y cantidad que pueden ser
apreciados en la bibliografia o en reportes de experimentos de laboratorio. El

objetivo principal de estas pruebas es verificar el comportamiento de las ecuaciones
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en funcién de los métodos numéricos utilizados y no las capacidades de las

herramientas que han sido creadas para tal fin.

En cuanto al hardware; en todas las pruebas se utilizé un procesador Intel Pentium

IV 1,6 GHZ con 256 Mb de Ram.

El mallado utilizado en todas las pruebas fue de dimensién 20 x 30, con AX =
1,0/30 y AY = 1,0/20 y un refinamiento de 0,5« AX y 0,5 x AY cercano al
obstaculo; como consecuencia dicho refinamiento aumentaria la cantidad de nodos.
En cuanto a los parametros de entrada; en todas las pruebas se utilizé el parametro
v con un valor igual a 8,04F — 1, una inicializacién de tipo parabdlico y = y*(1—z)
de la presion en todo el dominio y el método utilizado para resolver el Sistema de

Ecuaciones fue GMRES.

Prueba 1

Se establece una velocidad constante en X y Y igual a 0.0 , con un término de
confinamiento igual a cero, # = 1000 y p = 09,957FE2. Se puede observar la

existencia de vértices alrededor del obstaculo.(Figuras 77,7777 y 77 ).

Figura 4.1: Prueba 1: Fluido
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Figura 4.2: Prueba 1: Velocidad

b

Figura 4.3: Prueba 1: Presién
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Figura 4.4: Prueba 1: Mallado

Prueba 2

Se establece una velocidad constante en X y Y igual a 0.0, con § = 10000,

p = 10,957FE0, un término de confinamiento distinto de cero y un € = 0,25,
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disminuyendo asi la vorticidad cercana al obstaculo.(Figuras 77, 72,27 y 77)

Figura 4.5: Prueba 2: Fluido

Figura 4.6: Prueba 2: Velocidad

Figura 4.7: Prueba 2: Presién

Prueba 3

Se establece una velocidad constante en X a 1.5 y 0.0 en Y, con § = 10000,
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Figura 4.8: Prueba 2: Mallado

p = 20,957TE2 y un término de confinamiento distinto de cero con ¢ = 0,5,

disminuyendo atin mas la vorticidad cercana al obstaculo.Figuras 77,77 77 y 7?7

Figura 4.9: Prueba 3: Fluido

Figura 4.10: Prueba 3: Velocidad
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Figura 4.12: Prueba 3: Mallado

Prueba 4

Se establece una velocidad constante en X a 1.0 y 0.0 en Y, un término de
confinamiento distinto de cero con ¢ = 5,0; el pardmetro 3 es llevado al valor
de 5000 y p = 09,957E2, ocasionando una deformacion del comportamiento de
la velocidad a partir de la cuarta o quinta iteracién; se puede notar también una

ausencia total de vortices cerca del obstaculo.(Figuras ??,72,27 y 77?)

Prueba 5

Se establece una velocidad constante en X a 1.0 y 0.0 en Y, un término

de confinamiento distinto de cero con € = 15,0; el pardmetro g = 10000 y
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Figura 4.13: Prueba 4: Fluido

Figura 4.14: Prueba 4: Velocidad

-

Figura 4.15: Prueba 4: Presién

p = 09,957TE2; convergiendo la velocidad después de sucesivas iteraciones al
comportamiento deseado; se puede notar también una ausencia total de vértices

cerca del obstdculo.(Figuras 77,7777 y 77)
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Figura 4.16: Prueba 4: Mallado

Figura 4.17: Prueba 5: Fluido

Figura 4.18: Prueba 5: Velocidad

Prueba 6

Se establece una velocidad constante en X a 1.0 y 0.0 en Y, un termino de

confinamiento distinto de cero con ¢ = 25,0; el valor de los parametros 3 y p
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Figura 4.19: Prueba 5: Presién

Figura 4.20: Prueba 5: Mallado

son mantenidos en 10000 y 09,957 E2 respectivamente, convergiendo la simulacion
después de sucesivas iteraciones al comportamiento deseado; se puede notar

también una ausencia total de vértices cerca del obstaculo.(Figuras 7?7, 77?7

y 7?)

Figura 4.21: Prueba 6: Fluido
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Figura 4.22: Prueba 6: Velocidad
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Figura 4.24: Prueba 6: Mallado

4.2. Conclusiones y Recomendaciones

» El método implementado(GMRES) convergen en todos los casos de prueba

mostrados anteriormente. En los casos que diverge, fueron en aquellos en
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que se cambiaba el método o los parametros de entrada.

= Los resultados obtenidos en las simulaciones, en base a los casos de prueba,
presentan una respuesta semejante a la que prodria ocurrir en la realidad,
de concordancia con la teoria existente; mas en concreto en lo concerniente
al termino de confinamiento, es decir, en dichos experimentos se concluye,
que mientras mayor sea el valor del dicho término, mas ajustado al cuerpo
poligonal estara el flujo y por ende prevendra las disipacion de las estructuras

vorticales.

= En todos los casos la tolerancia del error en el cédlculo de la solucién del
sistema de ecuaciones por el método GMRES fue de 1.0E-12, exactitud
generalmente alcanzada en las primeras iteraciones y por lo que no se

considera necesario cambiar el método.

4.3. Trabajos Futuros

» Realizar una mayor cantidad de pruebas, con un refinamiento mayor del
dominio, con la finalidad de experimentar con otros cuerpos poligonales

més complejos.

= Desarrollar los calculos y la visualizacién para resolver los problemas en tres

dimensiones.
» Reprogramar el cédigo obtenido, utilizando el enfoque de operadores.

» Profundizar en el estudio y modelos mateméaticos para escenarios con
diferentes flujos interactuando entre si, con estructuras eldsticas y/o medios

POTrosos.
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