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Resumen

El desarrollo de herramientas de modelado y simulacion computacional han
evolucionado los procesos de disefio en ingenieria al punto de que para ser
competitivos hace falta incorporarse al uso de estas tecnologias. Sin embargo, su
adquisiciéon y adiestramiento apropiado para su utilizacion implican costos de
inversion que las hacen prohibitivas para la mayoria de los disefiadores del &mbito
nacional. Esta situacion hace que sea de interés el desarrollo de un software propio
gue permita el desarrollo de disefios confiables que represente una solucion para las

necesidades de investigacion académica y del sector industrial nacional.

Se suministré un codigo basado en el Método de los Elementos de Contorno (BEMUC)
y se validaron sus resultados al compararlos con los resultados que se pudieron
obtener en simulaciones iguales llevadas a cabo con programas comerciales, y con

data experimental de caracter bibliografico ampliamente validada.

Se consiguié establecer que es posible obtener resultados sumamente precisos
mediante simulaciones con el cédigo BEMUC y se sugieren algunas recomendaciones
con miras a optimizar las prestaciones del cédigo y agregar aplicabilidad a mas casos

de estudio.
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CAPITULO 1
Introduccion

1.1.Introduccidn

Cada dia mas el disefio asistido por computadora en ingenieria se impone como una
herramienta de uso cotidiano en el sector industrial a nivel mundial, y poco a poco
comienza a aparecer en el sector nacional, siendo usado en dos campos de aplicacion
primordialmente, por un lado el disefio de piezas con una geometria cuya complejidad
hace poco confiable el disefio por similitud con modelos ampliamente conocidos y por
otro el diagndstico en el caso de mal funcionamiento de alguna pieza o sistema, como

en el caso de presentarse vibraciones, deformaciones indeseables, etc.

Se hace necesario entonces generar una tecnologia propia con capacidades optimas
para el disefio asistido por computadora en ingenieria, en donde el uso de métodos
numéricos resulta de una ayuda inestimable, siendo estos métodos el pilar
fundamental de desarrollo de los softwares de uso més difundido a nivel mundial, por
presentar una herramienta que permite modelar y resolver matematicamente

geometrias complejas sometidas a unas condiciones de borde particulares.



Capitulo 1. Introduccién.

1.2.Situacion problemética

En estos dUltimos afios las tecnologias de disefio en ingenieria asistidas por
computadora han experimentado una gran evolucion. El desarrollo de hardware mas
potente en cuanto a capacidad de calculo y tratamiento de graficos, la aparicién de
una nueva generacion de modeladores de sdlidos, la evolucion de las interfaces de
usuario, las nuevas tecnologias de "digital prototyping", asi como el desarrollo de
métodos numeéricos, estan facilitando que estas tecnologias se utilicen cada dia mas
de forma integrada, y se conviertan en herramientas convencionales en el proceso de

disefio y fabricacion de piezas en ingenieria.

Sin embargo el elevado costo de las aplicaciones comerciales hace practicamente
prohibitivo su uso en el mercado nacional teniendo por consecuencia aumentar el
atraso tecnoldgico en el ejercicio de la profesion, esto pone de manifiesto la necesidad
de desarrollo de tecnologias propias que estén a la par de las aplicaciones a nivel
mundial y de formacion de profesionales en el area del disefio en ingenieria asistida

por computadora.

En este trabajo de investigacion se busca determinar la confiabilidad de los resultados
obtenidos al utilizar un cédigo computacional basado en elementos de contorno con
miras a que posteriormente pueda ser usado en el desarrollo de nuevas aplicaciones
de disefilo en ingenieria, para ello se comienza poniendo a prueba el codigo
desarrollado en unas condiciones particulares de célculo que suponen trabajar en el
campo elastico lineal con pequefias deformaciones, con el fin de determinar los
concentradores de esfuerzos que se aplican a elementos mecanicos sometidos

condiciones de carga particulares.
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Andlisis comparativo entre un cédigo informéatico de elementos de contorno y programas comerciales.

1.3.0bjetivos

1.3.1.0Dbjetivo General

Realizar un analisis comparativo entre un cédigo Fortran de elementos de contorno y

programas de elementos finitos comerciales.

1.3.2.0bjetivos Especificos

. Realizar revision bibliografica en Métodos de Elementos Finitos y de Elementos

de Contorno.
« Revision de programas més utilizados en el campo cientifico tecnoldgico.
. Determinar los modelos mecanicos a utilizar en la evaluacion.
. Implementar los modelos escogidos para cada método.

. Validar los resultados del cédigo Fortran comparandolos con los obtenidos a

través del uso de softwares comerciales y los valores estadisticos conocidos.
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1.4.Justificacion

El uso del Método de los Elementos de Contorno para la generacién de codigos
computacionales para el disefio en ingenieria esta siendo objeto de investigacion en
estos momentos por investigadores en todo el mundo, esto porque promete disminuir
las capacidades de computo requeridas para el disefio y, mas importante aun, porque
promete abarcar areas donde un software basado en el Método de los Elementos
Finitos no puede ser aplicado, tal es el caso de elementos o piezas que contengan dos

materiales distintos 6 el caso de sistemas poroelasticos, por mencionar alguno.

Se busca entonces determinar la confiabilidad de los resultados obtenidos al utilizar un
cbédigo computacional basado en elementos de contorno a fines de consolidar el

posterior desarrollo de una aplicacion novedosa de disefio en ingenieria.

1.5.Alcance

El presente trabajo de investigacion pretende establecer una comparacién entre los
resultados obtenidos a través de un codigo desarrollado desde el punto de vista
académico con los resultados obtenidos a través del uso de programas comerciales
basados en métodos numéricos y con esto garantizar la confiabilidad del codigo

implementado.

Solo se efectuara la comparacion tomando dos modelos geométricos simples que

presenten puntos de concentracion de esfuerzos ampliamente conocidos.
Se utilizaran unicamente dos softwares comerciales conocidos de Elementos Finitos.

Se restringe el estudio al campo lineal de deformacion elastica y con pequefas

deformaciones.
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El trabajo de investigacion culminara con el estudio comparativo.

1.6.Limitaciones

e Disponibilidad del hardware adecuado al software requerido.

e Disponibilidad de las licencias de software necesarias para la investigacion.
e Adiestramiento apropiado en el manejo de los softwares informaticos.

e Tiempo de desarrollo de la investigacion limitado.

e El desarrollo del trabajo de investigacién sera llevado a cabo por una sola

persona.

1.7.Antecedentes

Cirello, Antonino et al, en Junio de 2008, en su trabajo “Numerical simulations and
experimental measurements of the stress intensity factor in perforated plates” realizan
un estudio donde se desarrolla un procedimiento numérico a fines de evaluar los
factores de concentracion de esfuerzos en placas perforadas agrietadas con una
distribucion periédica de agujeros, en este trabajo la exactitud del método numérico en
predecir los concentradores de esfuerzos fue verificada por una comparacion con las
medidas experimentales y por los resultados obtenidos a través de un software
comercial de elementos finitos, varias simulaciones fueron ejecutadas variando los
pardmetros dimensionales tanto de la geometria de la pieza como de la longitud de la
grieta, pudiendo ilustrar el efecto de los agujeros sobre el factor de concentrador de
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esfuerzos, la validez del procedimiento numérico quedé demostrada al observarse
diferencias muy pequefias en la comparacion con los diferentes resultados obtenidos,

tanto experimentales como de simulacion.
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CAPITULO 2
Marco Teorico

2.1.Elasticidad y Deformacion

2.1.1.Definiciones

Las propiedades mecanicas de un material suelen determinarse a través del ensayo
destructivo de muestras bajo condiciones de carga controladas. Habra alguna
variacion estadistica en cuanto a la resistencia de cualquier muestra en particular, en
comparacién con las propiedades promedio probadas para el material de que esté
hecha. Por esta razon, gran parte de los datos publicados de resistencia se dan como
valores minimos. Es con estos avisos de alerta que debemos considerar todos los

datos de propiedades de materiales publicados.

Los mejores datos de propiedades de materiales se obtendran a partir de pruebas
destructivas o no destructivas, bajo cargas en servicio real, de prototipos hechos
segun disefio real, fabricado con los materiales reales y siguiendo el proceso de
manufactura real. Esto suele realizarse sélo cuando los riesgos econdmicos y de

seguridad son elevados.
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En ausencia de este tipo de datos de prueba especificos, el ingeniero debe adaptar y
aplicar a su situacion particular los datos publicados sobre propiedades de los
materiales, provenientes de pruebas estandar. La American Society for Testing and
Materials (ASTM) define las normas para probetas de prueba y procedimientos de

ensayo para una diversidad de propiedades de materiales.

2.1.1.1. Esfuerzo y Deformacion

El esfuerzo (o) se define como la carga por unidad de area (o carga unitaria) y para la

probeta a la tension se calcula a partir de

o= — (2.1)

Donde P es la carga aplicada en cualquier instante y Ap es el area de seccion recta
original de la probeta. Se supone que el esfuerzo queda distribuido de manera

uniforme en toda la seccion transversal.

La deformacién es el cambio en longitud por unidad de longitud y se calcula a partir de

_ l_lo

» (2.2)

&

Donde Iy es la longitud calibrada original y | es la longitud de la pieza a cualquier carga
P.
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2.1.1.2. Mdédulo de Elasticidad

La curva esfuerzo deformacion da una cantidad de pardmetros utiles del material. El
punto pl de la figura 2.1 es el limite de proporcionalidad, por debajo del cual el
esfuerzo es proporcional a la deformacion, segin queda expresado en la ley de
Hooke:

E= (2.3)

o
&
Donde E define la pendiente de la curva esfuerzo-deformacién hasta su limite de
proporcionalidad, por debajo del cual el esfuerzo es proporcional a la deformacién, y
se conoce como médulo de Young o moédulo de elasticidad del material. E es una

medida de la rigidez del material en su rango elastico y tiene unidades de esfuerzo.
2.1.1.3. Limite Eléastico

El punto identificado como el de la figura 2.2 es el limite elastico, el punto mas alla del
cual el material sufrira una deformacion permanente, es decir, una deformaciéon
plastica. El limite elastico marca la frontera entre las regiones de comportamiento

elastico y de comportamiento plastico del material.
2.1.1.4. Esfuerzo de Fluencia

En un punto ligeramente por arriba del limite eldstico, el material empieza a ceder mas
facilmente al esfuerzo aplicado, con lo que aumenta su razén de deformacion (se
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observa una pendiente menor). Esto se conoce como punto de fluencia (o cedencia) y
el valor del esfuerzo en dicho punto define el limite de cedencia o fluencia S, del

material.

2.1.1.5. Resistencia maxima a la traccion

El esfuerzo de la probeta continia aumentando de manera no lineal hacia un pico o a
una resistencia maxima a la traccion de valor Sy en el punto u. Esto se considera
como el esfuerzo mas alto a la tension que puede resistir el material antes de

romperse.

2.1.1.6. Ductilidad

La curva esfuerzo-deformacion de la figura 2.1 corresponde a un material ductil, acero
dulce. La presencia de una region plastica significativa en la curva esfuerzo-

deformacion es prueba de ductilidad.

La ductilidad de un material se mide en funcion de su porcentaje de elongacion a la
fractura, o en funcién a la reduccién porcentual de su area en la fractura. Materiales

gue a la fractura tengan una elongacion superior a 5% se consideran ductiles.
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2.1.1.7. Fragilidad

Para las curvas esfuerzo-deformacion de materiales fragiles se tiene que no hay un

punto de fluencia claramente definido, asi como la ausencia de cualquier rango

plastico antes de la fractura.

Como los materiales fragiles no exhiben un punto claro de fluencia, el limite elastico

tiene que definirse como la interseccién de la curva esfuerzo-deformacion, con una

linea convencional paralela a la curva elastica, y desplazada un pequefio porcentaje,

como por ejemplo 0.2%, a lo largo del eje de deformaciones.

Sut

Sy_|]

pl

real

—
~
u
v’mf
| >
ingenieria

Rango elastico |

Rango pléstico

——
| Deformacién &

Figura 2.1 Curva de Esfuerzo Deformacion tipica para materiales ductiles
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2.1.2.Esfuerzo

En una pieza sujeta a algunas fuerzas, los esfuerzos se distribuyen como una funcién
continuamente variable dentro del continuo del material. Cada elemento infinitesimal
en el material puede experimentar esfuerzo distinto al mismo tiempo. Por lo que
debemos considerar los esfuerzos como actuando sobre elementos infinitesimalmente
pequeinos dentro de la pieza. Estos elementos suelen moldearse cada uno como un
cubo, las componentes de los esfuerzos, se considera, actian en las caras de estos
cubos, de dos maneras distintas. Los esfuerzos normales actian de manera
perpendicular (es decir, normal) a la cara del cubo y tienen tendencia ya sea a tirar de
él (esfuerzo a tension normal) o a empujarlo (esfuerzo a compresion normal). Los
esfuerzos cortantes actian paralelos a las caras de los cubos sobre caras opuestas, lo
gue tiende a distorsionar el cubo a forma romboidal. Estas componentes normales y
cortantes del esfuerzo que actdan sobre un elemento infinitesimal conforman los
términos de un tensor. El esfuerzo es un tensor de segundo orden, y por lo tanto

requiere nueve valores menciones se puede expresar como la matriz.

oxXxX TXy TXZ

TyxX oyy 71yz (2.3)
TZX TZy O0ZZ

Donde la notacion de cada componente de esfuerzos contiene tres elementos, una
magnitud (ya sea o o 1), la direccion de una normal a la superficie de referencia
(primer subindice) y en una direccion de accion (segundo subindice). Se hace uso de

o para referirse a los esfuerzos normales y T para los esfuerzos cortantes.

Muchos elementos de maquinaria estan sujetos a estado de esfuerzo tridimensionales

y por lo tanto requieren un tensor de esfuerzo como el de la ecuacion 2.3. Hay, sin
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embargo, casos especiales, que se pueden tratar como estados de esfuerzo en dos

dimensiones. El tensor de esfuerzo para dos dimensiones es.

[axx Txy] 2.4)

yx oyy

La figura 2.2 muestra un cubo infinitesimal de material tomando del interior de su
continuo, de una pieza sujeta a algunos esfuerzos tridimensionales. Las caras de este
cubo infinitesimal son paralelas a un sistema de ejes xyz tomado con alguna
orientacién conveniente. La orientacién de cada una de las caras se define por su
vector superficie normal segun se muestra en la figura 2.2a. La normal de superficie a

la cara x es paralela al eje de las x, etc.

L4 Oz 02z
7 Tey Tzy
I P
Tax Tyz Tax Tyz
Tz Tz
f— — =7 Ty = O3y Ty - Oy
/ 2 T &7 T
~ O Osx
i
¥
(a) Normales de superficie {b) Componentes de esfusrzo positivas {c) Componentes de esfuerzo negativas

Figura 2.2 El cubo de esfuerzos, sus normales de superficie y sus componentes de esfuerzo
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En la figura 2.2 b y ¢ se muestran los nueve componentes de esfuerzos actuando
sobre la superficie de este elemento infinitesimal. Las componentes Oy, Oy, 0z SON
los esfuerzos normales, que se llaman asi porque actian en direccion normal a las

superficies x, y, z del cubo, respectivamente. Las componentes Tyy Y Txz, por ejemplo,

son esfuerzos cortantes que actlan sobre la cara x y cuyas direcciones de accién son
paralelas a los ejes y y z, respectivamente. El signo de cualquiera de estas
componentes se define como positivo si los signos de su normal superficie y la
direccién de sus esfuerzos son iguales; y negativo si son distintos, por lo que las
componentes que se muestran en la figura 2.2b son todas ellas positivas. Porque
accionan sobre las caras positivas del cubo y sus direcciones también son positivas.
Las componentes que se muestran en la figura 2.2c son todas ellas negativas, porque
actian sobre las caras positivas del cubo y sus direcciones son negativas. Esta regla
de signo convencional hace que los esfuerzos normales de tensién sean positivos, y
los esfuerzos normales de compresion, negativos. En el caso de dos dimensiones,
solo una cara del cubo de esfuerzo necesita dibujarse. Si se retienen las direcciones X
y Y, Yy se elimina la z, se mira perpendicularmente al plano xy del cubo de la figura 2.2
y veremos los esfuerzos que aparecen en la figura 2.3 que actlan sobre las caras no

vistas del cubo.
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Figura 2.3 Elemento de esfuerzo en dos dimensiones

Observe gue la definicion de notacion de doble subindice arriba citada es consistente
cuando se aplica a esfuerzo normal. Por ejemplo, el esfuerzo normal o, actia sobre la
cara x y también aparece en la direccion x. dado que es el esfuerzo normales los
subindice se repite es comun eliminar uno de ellos y hacer referencia a las
componentes normales o perpendiculares como Oy, Oy Y 0,. En las componentes de
esfuerzo cortante se necesitan para su definicibn ambos subindices y se conservan.
También se puede demostrar que el tensor de esfuerzo es simétrico, lo que significa

que

Xy = TYX
Tyz = TZYy (2.5)
TZX = TXZ

Con ello se reduce el numero de componentes de esfuerzo a calcular.
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2.1.3.Deformacion

En la mayor parte de los materiales de ingenieria, la region elastica del esfuerzo y la
deformacion estan relacionadas de manera lineal mediante la Ley de Hooke. La
deformacion es también un tensor de segundo orden y se puede expresar para el caso

tridimensional de la forma

EXX EXY EXZ
Eyx &Yy &€yz (2.6)
£Zx €zy &zz
Y en el caso de dos dimensiones
EXX  EXY
[ny &yy (2'7)

Donde € representa ya sea una deformacion normal o cortante, quedando ambos
diferenciados por su subindices. Aqui también por comodidad se simplifican los
subindices repetidos, para deformaciones perpendiculares o normales a & y €, y al

tiempo se consideran dobles subindices para identificar deformaciones por cortante.

34



Andlisis comparativo entre un cédigo informéatico de elementos de contorno y programas comerciales.

2.1.4.Esfuerzos principales

Los sistemas de ejes tomados en la figura 2.2 y la figura 2.3 son arbitrarios y, por lo
general, se eligen por comodidad al calcular los esfuerzos aplicados. Para cualquier
combinacion particular de esfuerzos aplicados, alrededor de cualquier punto que se
analice habra una distribucién continua del campo de esfuerzos. Los esfuerzos
normales y cortantes en el punto variaran con la direcciébn en cualquier sistema de
coordenadas que se escoja. Siempre habra planos sobre los cuales las componentes
de esfuerzo cortante sean igual a cero. Los esfuerzos normales y cortantes en el punto
variaran con la direccién en cualquier sistema de coordenadas que se escoja. Los
esfuerzos normales que actian sobre esos planos se conocen como esfuerzos
principales. Los planos sobre los cuales estas fuerzas principales actian se conocen
como planos principales. La direccion de las normales de superficie a los planos
principales se conocen como ejes principales y los esfuerzos normales que actian en
esta direcciones se conocen como esfuerzos normales principales. Habra también otro
conjunto de ejes mutuamente perpendiculares sobre los cuales los esfuerzos cortantes
seran maximos. Los esfuerzos cortantes principales actian sobre un conjunto o
sistema de planos que estan a 45° en relacion con los planos de los esfuerzos
normales principales. En la figura 2.4 aparecen los planos principales y los esfuerzos

principales, para el caso en dos dimensiones de la figura 2.3.
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Figura 2.4 Esfuerzos principales de un elemento de esfuerzo en dos dimensiones

La expresion que relaciona los esfuerzos aplicados con los esfuerzos principales es

ox—o0  TXYy ™XZ 1 nx
Tyx oy—o0  TyZ lny =0 (2.8)
TZX tzy 0z—0]lnz

Donde o es la magnitud esfuerzo principal y nx, ny, y nz con los cosenos directores del

vector unitario n, que es normal al plano principal:

=1 (2.9)
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Para que haya una solucién a la ecuacién 2.8, el determinante de la matriz de
coeficientes debe ser igual a cero. Al expandir este determinante e igualarlo a cero,

obtenemos
03 —c02—cio—co=0

Donde

C2=0x + 0y, + 0,
— 2 2 2
C1= Ty + Ty," + Ty™ — 0,0, — 0,0, — 0,04 (2.10)
— 2 2 2
Co = 0x0y0; + 2TyyTy,Tyx — OxTyy" — OyTyy” — 0,7y,

La ecuacién 2.10 es un polinomio cubico en o. A los coeficientes Cop, c1 Yy C2 Se les
conoce como los invariantes tensoriales, porque tienen los mismos valores,
independientemente de la eleccion inicial de los ejes xyz sobre los cuales se midieron
o calcularon los esfuerzos aplicados. Estos tres esfuerzos principales (normales) o;>
0,> Yy O3 son las tres raices de este polinomio cubico. De ser necesario, se puede
determinar la direccion de los vectores principales de esfuerzos, sustituyendo cada
raiz de la ecuacion 2.10 en la 2.8 y resolviendo en funcion de ny, ny, y n, para cada
uno de los tres esfuerzos principales. Las respectivas direcciones de los tres esfuerzos
principales son mutuamente ortogonales. Los esfuerzos cortantes principales se
pueden determinar a partir de los valores de los esfuerzos normales principales,

utilizando

loy — o3l

T13 = >
loy — o]

Ty = T (2.11)
los — o]

T32 = )
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Si los esfuerzos normales principales han sido ordenados como se muestra arriba,
entonces Tmax=T13. Las respectivas direcciones de los planos de los esfuerzos

cortantes principales estan a 45° de los esfuerzos normales principales, y también son

mutuamente ortogonales.

Para el caso especial de un estado de esfuerzos en dos dimensiones, las ecuaciones

2.10 para el esfuerzo principal se reduce a

o, + o O, — Oy\2
0ar0y = = yij(" > )+ 1,7 (2.12)
0

Las dos raices distintas de cero calculadas a partir de la ecuacion 2.12 se identifican
temporalmente como G, y 0y, ¥ en el caso de dos dimensiones, la tercera raiz o. sera
siempre igual a cero. Dependiendo de valores resultantes, las tres raices entonces se
identifican de acuerdo con la regla convencional: la algebraicamente mayor = oy, la

algebraicamente menor = 03 y la otra = 0».
2.1.5.Esfuerzo plano y deformacién plana

El estado general del esfuerzo y la deformacion es tridimensional, pero hay

configuraciones geométricas particulares que pueden ser tratadas de manera distinta.
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2.1.5.1. Esfuerzo plano

El estado de esfuerzo en dos dimensiones, es decir biaxial, también se conoce como
esfuerzo plano. El esfuerzo plano requiere que un esfuerzo principal sea igual a cero,
esta situacion es comun en algunas aplicaciones. Por ejemplo, una placa o un
cascaron delgado puede también tener un estado de esfuerzos planos lejos de sus
bordes o de sus puntos de sujecion. Estos casos se pueden tratar con el

procedimiento mas sencillo de las ecuaciones 2.12

2.1.5.2. Deformacion plana.

Hay deformaciones principales asociadas con los esfuerzos principales. Si una de las
deformaciones principales (digamos €3) es igual a cero, y las deformaciones restantes
son independientes de la dimensién a lo largo de su eje principal n; este se conocera
como deformacion plana. Esta situacion ocurre en geometrias particulares. Por
ejemplo, si una barra larga solida prismatica esta cargada unicamente en la direccién
transversal, aquellas regiones dentro de ella que estén lejos de cualquier restriccion en
sus extremos tendran en esencia una deformacion igual a cero en la direccién a lo
largo del eje de la barra, y se tratard de una deformacion plana. (Sin embargo, el

esfuerzo no es igual a cero en la direccion de deformacién igual a cero).
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2.1.6.Concentracion de esfuerzos

La cantidad de concentracion de esfuerzo en cualquier geometria especifica se indica
con un factor de concentracion de esfuerzo geométrico K; para esfuerzos normales, o
como K;s para esfuerzos cortantes. El esfuerzo maximo en un elevador local de

esfuerzos es por lo tanto definido de la manera

(2.13)

Omax = KiOnom

Tmax = KesTnom

Donde Onom Y Trhom SON los esfuerzos nominales calculados correspondientes a la

carga aplicada y seccion transversal neta particulares, suponiendo la distribucion de

esfuerzos a través de la seccion que se obtendra para una geometria uniforme.

Los factores K; y Kis solo toman en consideracion los efectos de la geometria de la
pieza, sin importar como se comporta el material frente a concentraciones de
esfuerzos. La ductilidad o la fragilidad del material y el tipo de carga, ya sea este

estatico o dinamico, también afectara.

2.1.6.1. Concentracion de esfuerzos bajo carga estatica

La ductilidad o fragilidad del material tiene un efecto pronunciado sobre su respuesta a

concentraciones de esfuerzos bajo carga estética.

Materiales ductiles. Estos cederan de manera local en el elevador de esfuerzos, en

tanto que el material con esfuerzos menores lejos de la discontinuidad geométrica se

40



Andlisis comparativo entre un cédigo informéatico de elementos de contorno y programas comerciales.

mantendra por debajo del punto de fluencia. Cuando el material cede localmente, su
curva de esfuerzo-deformacién local se hace no lineal y de pendiente reducida lo que
impide un incremento significativo adicional de esfuerzos en dicho punto. Conforme la
carga aumenta, cede mas material, presentado mas de la seccién transversal a dicho
esfuerzo. Solo cuando toda la seccion transversal haya sido llevada al punto de
fluencia, la parte o pieza continuara hacia arriba en la curva o-¢, hasta la fractura. Por
lo tanto en materiales ductiles bajo cargas estaticas es comun despreciar los efectos
de la concentracion de esfuerzos geométricos. El esfuerzo para la seccion transversal
neta se calcula como si no existiera una concentracion de esfuerzos alli. Sin embargo,
la reduccion en el area transversal neta o el momento de inercia de la seccion recta
debido al material eliminado si es tomado en cuenta, produciendo por lo tantos
esfuerzos mas elevados a los correspondientes a una pieza sin muesca, con las

misma dimensiones generales.

Materiales fragiles. Estos no cederan localmente, ya que no poseen rango plastico,
por lo tanto, las concentraciones de esfuerzos si tienen efecto en su comportamiento,
incluso bajo cargas estaticas. Una vez que el esfuerzo en elevador de esfuerzos
excede la resistencia a la fractura, se empieza a iniciar una grieta. Esto reduce el
material disponible para resistir la carga, con lo que se incrementa también la
concentracion de esfuerzos en la angosta grieta. La pieza falla en seguida. Por lo que
para materiales fragiles bajo cargas estaticas debera aplicarse el factor de
concentracion de esfuerzos a fin de aumentar el esfuerzo méaximo aparente, de

acuerdo con la ecuacion 2.13.

Una extension a lo anterior reside en materiales fragiles fundidos que tiene tendencia a
contener muchas discontinuidades y rupturas dentro de su estructura por causa de
escamas de grafito en la aleacioén, burbujas de aire, materias extrafias particulas de
arena etc. Que llegaron alli junto con el material fundido del molde. Estas
discontinuidades dentro del material crean muchos elevadores de esfuerzos que
también estan presentes en los especimenes o probetas de pruebas que se emplean
para establecer las resistencias fundamentales de los materiales. Por lo que los datos

de resistencia publicados incluyen el efecto de concentracion de esfuerzos. El agregar
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elevadores de esfuerzos geométricos al disefio de la pieza, se argumenta agrega poco
al efecto estadistico general de los ya existentes dentro del material. Por ello a
menudo se pasan por alto factores geométricos de concentracion de esfuerzos en el
caso de materiales fundidos fragiles o para cualquier material con defectos conocidos
distribuidos en todo su volumen. Pero deberd ser aplicado a esfuerzos en otros

materiales fragiles

2.1.6.2. Concentracion de esfuerzo bajo cargas dinamicas

Los materiales ductiles bajo cargas dindmicas se comportan y fallan como si fueran
fragiles. Por lo que aparte de la ductilidad o la fragilidad del material, cuando estan
presentes cargas dindmicas (fatiga o impacto) debera aplicarse el factor de
concentracion de esfuerzos. Sin embargo aun asi deberan tomarse en consideracion
pardmetros relacionados por concentraciones de esfuerzos, algunos son mas
sensibles que otros. Se han definido para diversos materiales un parametro conocido
como sensibilidad a las muecas q, y sirve para modificar los factores geométricos K; y

K:s de un material dado sometido a cargas dinamicas.

2.1.6.3. Determinacion de los factores geométricos de

concentracion de esfuerzos.

La teoria de la elasticidad proporciona valores de concentracion de esfuerzos para
algunos casos. Otros factores de concentracion de esfuerzos provienen de
investigaciones experimentales de pieza sometidas a cargas controladas. Se pueden
efectuar mediciones experimentales con medidores de deformacién, técnicas foto

elastica, holografia laser y otros medios. Cada vez se utiliza mas el analisis de
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elementos finito y el analisis de elementos limite para generar factores de
concentracion de esfuerzos. Cuando se hace un andlisis de esfuerzos mediante estas
técnicas numeéricas, las concentraciones de esfuerzos “salen con los calculos” siempre
gue la malla se defina lo suficientemente fina alrededor de las aéreas de los

elevadores geométricos de esfuerzos.

La coleccion mas conocida y consultada de datos de factores de concentraciones de
esfuerzos esta en Peterson. Este libro retne los resultados tedricos y experimentales
de muchos investigadores en graficas de disefio practicas, a partir de las cuales se
pueden leer valores de K; y de K;s para diversos pardmetros geométricos y tipos de

carga.

2.1.6.4. Disefio para evitar concentraciones de esfuerzos.

Con frecuencia se necesita una geometria complicada para el funcionamiento
adecuado de piezas de maquinarias. El disefiador siempre tiene que enfrentarse al
problema de la concentracion de esfuerzos en aquellas secciones que tienen cambios
de forma abruptos. Lo mejor que se puede hacer es minimizar su efecto. Un estudio de
las curvas de concentracion de esfuerzos para diversas geometrias mostrara que, en
general cuando mas aguda sea la esquina y mayor sea en magnitud el cambio de
contorno, tanto peor sera la concentracion de esfuerzos. De estas observaciones,
podemos enunciar algunas guias de disefio de tipo general para minimizar las

concentraciones de esfuerzos.

1. De ser posible, se deben evitar cambios abruptos y/o de gran magnitud en la
seccion transversal.
2. Evitar totalmente esquinas agudas o filosas y disefiar los radios de transicion

gue sean lo mayor posible, entre superficies de contorno diferente.
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Estas guias de accion son faciles de enunciar, y ain mejores si se cumplen, pero muy
a menudo intervienen restricciones practicas de disefio para evitar e impedir su estricta

adherencia.

2.1.7.Naturaleza estadistica de las propiedades de los

materiales.

Algunos datos publicados respecto a las propiedades de materiales representan
valores promedio de muchas muestras probadas. (otros datos aparecen indicados
como valores minimos). A veces se publica el rango de variacion de los datos de
prueba publicados y otras veces no. La mayor parte de las propiedades de los
materiales tendran variaciones alrededor de un valor promedio o medio, segun algin
tipo de distribucion estadistica, como la distribucién normal o de Gauss que se
muestra en la figura 2.2. Esta curva se define en funcién de dos parametros, la media

aritmética 1 y la desviacion estandar Sy. La ecuacion de la curva de Gauss es

1 [_(x—/tz)z
flx) = el 25" ], —o0 <x < o (2.14)
V27T Sd

donde x representa algun parametro del material, fy) es la frecuencia con la cual dicho

valor x ocurre en la poblacion, y py Sy se definen como

Sk

U= X; (2.15)

n
i=1
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1 n
Sq = > G- w2 (2.16)

n—1

La media p define el valor que ocurre con mayor frecuencia para x en el pico de la
curva y la desviacion estandar Sy es una medida de la “dispersion” de la curva, hacia
ambos lados de la media. Un valor Sq pequeiio, en relaciéon con W, significa que toda la
poblacién estad agrupada densamente alrededor de la media. Un Sq grande indica que
la poblacién esta muy distribuida a ambos lados de la media. Dentro de un valor
M =x 1S4 debemos esperar encontrar 68% de la poblacion, 95% dentro de p =+ 2Syy
99% dentro de pu = + 3S4.

Bajo las mismas condiciones de prueba, en multiples pruebas del mismo material se
presenta una considerable dispersién. Observe que hay una probabilidad de 50% que
muestras de cualquier material tengan una resistencia inferior al valor medio publicado
del material. Si junto con la media aparece publicada la desviacion estandar de los
datos de prueba, se puede calcular a un valor menor, que pueda prever el
comportamiento de un porcentaje algo mayor de la poblacién, con base en las
relaciones arriba listadas. Por ejemplo si lo que se desea es una probabilidad de 99%
gue todas las muestras posibles del material sean mas resistentes que la resistencia
gue se supone para el material, se le debe restar 3Sy a |, para obtener un valor
permisible de disefio. Esto es suponiendo que las propiedades del material tienen una
distribucion del tipo Gauss y que ésta no esta desplazada o sesgada a hacia uno u
otro extremo del espectro. Si se da (y se utiliza) un valor minimo para la propiedad del

material, entonces su distribucion estadistica no es motivo de preocupacion.

Por lo general, no hay datos disponibles sobre la desviacion estandar de las muestras
de material probadas. Sin embargo se puede optar por reducir, con base en un Sy
supuesto, la resistencia media publicada mediante un factor de confiabilidad. Un
procedimiento asi supondra que, con base en la experiencia, Sq es algln porcentaje
de p. Haugen y Wirsching informan que las desviaciones estandar de las resistencias

de los aceros rara vez exceden de 8% sus valores medios. La tabla 2.1 muestra
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factores de reduccion para confiabilidad basados en la hipétesis de Sy = 0.08 u para
diversos grados de confiabilidad. Observe que una confiabilidad de 50% tiene un factor
1, y el factor se va reduciendo conforme opte por una confiabilidad mas elevada. El
factor de reduccion multiplica al valor medio de la propiedad relevante correspondiente
del material. Por ejemplo, si desea que 99.99% de las muestras alcancen o superen la

resistencia supuesta, se debe multiplicar el valor medio de la resistencia por 0.702.

f(x)

Sd Sd Sd Sd Sd Sa

Figura 2.5 Distribucion de Gauss (normal)
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Confiabilidad | Factor en %
50 1.000
90 0.897
99 0.814
99.9 0.753
99.99 0.702
99.999 0.659

Tabla 2.1 Factores de confiabilidad para Sd = 0.08 u

2.2.Método de Elementos Finitos (MEF).

2.2.1.El Método de los Elementos Finitos en el Analisis de

Solidos.

El campo de las estructuras incluye a todos los solidos sujetos a cualquier tipo de
acciones como fuerzas, momentos y cambios de temperatura. Cada accion causa
deformaciones, acompafadas por esfuerzos internos y reacciones en los nodos
restringidos. El principal objetivo del andlisis con elementos finitos es calcular los

esfuerzos y las deformaciones de la estructura (Linero, 1999).

La aproximacion clasica o analitica para el analisis de sélidos implica buscar una

funcion de esfuerzo o de desplazamiento que satisfaga:

e La ecuacion diferencial de equilibrio.
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e Las relaciones esfuerzo-deformacion.
e Las relaciones deformacion-desplazamiento.
e Las condiciones de compatibilidad de todos los nodos del continuo

incluyendo las fronteras.

Debido a que estos requisitos son muy restrictivos, se pueden encontrar muy pocas
soluciones analiticas. Entre esas soluciones, es frecuente encontrar series infinitas

gue en la practica deben ser truncadas y que conducen a resultados aproximados.

El método de los elementos finitos aplicado a las estructuras, permite un analisis

aproximado en el cual se supone para cada elemento una funcion de desplazamiento.

2.2.1.1. Ecuaciones de Equilibrio

En la figura 2.6 se muestra un cuerpo tridimensional que ocupa un volumen V y tiene
una superficie S. Los puntos en el cuerpo estan identificados por las coordenadas x, vy,
z. La frontera del cuerpo se restringe a la regidbn donde se especifica el
desplazamiento. Sobre una parte de la frontera se aplica una fuerza distribuida por
unidad de &rea T, llamada. Debido a la accion de la fuerza se deforma el cuerpo. La
deformacion en un punto x (= [x,y,z]7) esta dada por las tres componentes de su

desplazamiento:

u=[uv,w]t (2.17)
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Figura 2.6. Cuerpo Tridimensional (Fuente: Chandrupatla, T.R y Belegundu, A.D. 1999).

La fuerza distribuida por unidad de volumen, por ejemplo, el peso por unidad de

volumen, es el vector f dado por:

f = [fo £, ] (2.18)

En la figura 2.7 se muestra la fuerza de cuerpo actuando sobre el volumen
elemental. dV La traccion superficial T puede darse por el valor de sus componentes

en puntos sobre la superficie:

T=[T,T,T,] (2.19)
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Figura 2.7. Equilibro de un volumen elemental (Fuente: Chandrupatla, T.R y Belegundu, A.D.
1999).

En la figura 2.7 se muestran los esfuerzos que actian sobre el volumen elemental dVv.
Cuando el volumen dV “se contrae” a un punto, el tensor de esfuerzo se representa
colocando sus componentes en matriz simétrica (3 x 3). Sin embargo, se representan

los esfuerzos por medio de sus seis componentes independientes como sigue:

T
0 = [0y, Oy, Oz, Tyz Tu Ty (2.20)
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Donde oy, 0y,0, son esfuerzos normales y Ty, Ty, Txy SON esfuerzos cortantes.
Consideremos el equilibrio del volumen elemental mostrado en la figura 2.7. Primero
obtenemos las fuerzas sobre las caras multiplicando los esfuerzos por las areas
correspondientes. Escribimos > F, =0, XF, =0y »F, =0, y recordando que dV =

dx dy dz, obtenemos las ecuaciones de equilibrio:

do ot ot
x_l_ xy_l_ Xz

ax oy Ta fi=0 (2.21)
dat do dat

a;y + ayy + a;Z +f,=0 (2.22)
d Jt do

e L S A (2.23)

Jx dy 0z

2.2.1.2. Relaciones Esfuerzo-Deformacion

Para materiales elasticos lineales, las relaciones esfuerzo-deformacién unitaria
provienen de la ley de Hooke generalizada. Para materiales isotropicos, las dos
propiedades del material son el médulo de Young (0 mddulo de elasticidad) E y la
relacion de Poisson v. Si se considera un cubo elemental dentro del cuerpo, la ley de

Hooke da:

Oy gy, 0O,
Ey == —V———
*“F "E E
Oy 0Oy O,
S=VEYETE
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£Z=—v%—v%+% (2.24)
Vyz L
Vxz =z
G

El médulo de corte (o médulo de rigidez) G, esta dado por:

E

De las relaciones de la ley de Hooke (ecuacion 2.24), se puede notar que:

(1-2v)

& te te, = —F (ax + 0, + JZ) (2.26)

Sustituyendo (0y+cz) y otras relaciones en la ecuacion 2.24, obtenemos las
relaciones inversas:

6 = De (2.27)
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Donde D es la matriz simétrica de (6 x 6) del material dada por:

1—-v v v 0 0 0
£ v 1—-v v 0 0 0
v v 1—-v 0 0 0
= 2.28
P=Gioa=z»| 0 0 0 05-v 0 0 (2.28)
[ 0o 0 0 o o05-v O J
0 0 0 0 0 05-v

2.2.1.3. Relaciones Deformacion-Desplazamiento

En la siguiente ecuacion representamos las deformaciones unitarias en una forma

vectorial que corresponde a los esfuerzos:

T
€ =[x &y, € Vya Y Yy (2.29)

Donde ¢,,¢, y &, son las deformaciones unitarias normales, vy,,vx, Y Yxy SON las

deformaciones angulares unitarias cortantes.

53



Capitulo 1l. Marco Tebrico

[ Ty
folg e S
dy \ | — Vv W Gx
U . T 1 dx ax
I
v
I
l _.
ax '[ L
| :
u+2%dx
dx
X

Figura 2.8. Superficie elemental deformada (Fuente: Chandrupatla, T.R y Belegundu, A.D.
1999).

La figura 2.8 da la deformacién de la cara dx-dy para pequefias deformaciones.

Tomando en cuenta también las otras caras, se puede escribir:

du dv Ow v Ow du odw du oIvy®

== = = =t — —t—, — + — 2.
¢ 6x’6y'62'62+6y'62+6x'0y+6x (2:30)

Estas relaciones entre deformaciones unitarias se cumplen para deformaciones

pequefias (Chandrupatla y Belegundu, 1999).
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2.2.1.4. Condiciones de Compatibilidad

En términos generales, los problemas de mecénica de soélidos consisten en la
determinacién de la matriz de esfuerzos o(x,y,z) y del campo de desplazamientos
s(x,y,z) en términos de fuerzas de volumen y de las condiciones de borde existentes
en la superficie del sélido, que son fuerzas de superficie y desplazamientos externos o

restricciones al movimiento.

La solucion formal de un problema de mecanica de solidos viene dada por la solucion
de un sistema de ecuaciones en derivadas parciales con condiciones de borde. La
solucién analitica de esta clase de problemas, desde un punto de vista estrictamente

matematico, es extremadamente compleja y factible en muy pocos casos.

Por esta razén, se han desarrollado variadas metodologias, tales como la teoria de
Resistencia de Materiales, por ejemplo, las cuales se basan en la apreciacién intuitiva
y experimental de la naturaleza de un determinado problema para plantear una
solucion en términos de parametros o funciones desconocidos, los cuales se
determinan posteriormente forzando a que se cumplan las ecuaciones diferenciales
gue lo gobiernan, asi como las condiciones de borde correspondientes. Estas
metodologias se conocen con el nombre genérico de métodos semi-inversos. Se
denominan asi pues los problemas se resuelven a la inversa, comenzando
precisamente por proponer una solucion parcial o incompleta. Dependiendo de lo que
resulte mas apropiado o conveniente para una determinada clase de problemas, en
estos métodos se proponen soluciones parciales para los desplazamientos o bien para

los esfuerzos.

En el primer caso el procedimiento es relativamente simple pues a partir de los
desplazamientos propuestos se determinan las deformaciones por medio de las
relaciones deformacion-desplazamiento, y luego se calculan los esfuerzos utilizando
relaciones entre los esfuerzos y las deformaciones, las cuales, dependen del material.

Los esfuerzos asi obtenidos se introducen en las ecuaciones de equilibrio v,
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posteriormente, se imponen las condiciones de borde para las cargas externas
aplicadas, las cuales pueden generalmente expresarse en términos de esfuerzos por
medio del Teorema de Cauchy. De esta forma se completa la solucion parcial

propuesta.

En el segundo caso, cuando se parte de una solucion en términos de los esfuerzos, la
solucion propuesta es tal que cumple de una vez con las ecuaciones de equilibrio y las
condiciones de borde del problema. Usando entonces las relaciones esfuerzos-
deformaciones se determinan las deformaciones. Estas deformaciones asi obtenidas
se introducen en las relaciones deformacién-desplazamiento, y se procede luego a su
integracion para obtener los desplazamientos u, v y w. A estos desplazamientos se les
impone las condiciones de borde para el problema y se completa de esta manera la

solucién parcial propuesta al principio.

Es justamente en este segundo caso donde pueden presentarse problemas de
incompatibilidad entre los esfuerzos propuestos y los desplazamientos

correspondientes.

Para resolver esto es necesario de ecuaciones adicionales al problema para asi poder
asegurar que la solucion buscada es compatible con las condiciones de contorno o

para asegurar la integrabilidad del campo de deformaciones (Goncalves, 2002).

Dichas ecuaciones reciben el nombre de condiciones de compatibilidad, las cuales son
las que debe verificar un tensor simétrico de segundo orden para que pueda ser un
tensor de deformacién y que, por lo tanto, exista un campo de desplazamientos del

cual provenga (Olivella y Bosch, 2000); y son las siguientes:

d%c, 0%¢ 0%y
y z _ yz
022 * dy2 " dyoz (231)
0%g, 0%, 0%Vys
0z2 + ox2 2 0x 0z (232)
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aaz_;x + a;;y = giv;; (2.33)
:: ;y B %(a;/f * ag;z B a;?) (2.34)
aa: Zyz B aiy(agf B ag;z + a;?) (2.35)
aa; sz % <_ a;,iz + agf + a;?) (2.36)

2.2.1.5. Esfuerzo Plano

Se dice que un cuerpo plano delgado sometido a carga plana sobre su borde esta en
esfuerzo plano. Un ejemplo de esto es un anillo ajustado a presion sobre una flecha,

(figura 2.9 a). Aqui los esfuerzos o,, 14, Y Ty, S€ consideran iguales a cero. Entonces,

las relaciones de ley de Hooke dan:

S (237)

g, = —v% 4 % (2.38)
vy = 2D (2.39)
g, = — % (ox + oy) (2.40)
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Las relaciones inversas estan dadas por:

1-—
Oy . \Y% \Y%
o | _ \ 1-v
d 1-—v?
Txy 0 0
Que suelen escribirse como:
o =Dg

o
{11 [
o oo

N NQ

(2.41)

(2.42)

Figura 2.9. (a) Esfuerzo plano y (b) Deformacion plana (Fuente: Chandrupatla, T.R y

Belegundu, A.D. 1999).

58



Andlisis comparativo entre un cédigo informéatico de elementos de contorno y programas comerciales.

2.2.1.6. Deformaciéon Plana

Si un cuerpo largo plano de seccion transversal uniforme esta sometido a una carga
transversal a lo largo de su longitud, un espesor pequefio en el area cargada, como se
muestra en la figura 2.9 b, puede tratarse como sometido a deformacién plana. Aqui,
€, Yxz Y Yyz S€ consideran iguales a cero. El esfuerzo o, puede no ser cero en este
caso. Las relaciones esfuerzo-deformacion pueden obtenerse directamente de las

ecuaciones 2.27 'y 2.28:

Aqui D es una matriz de (3 x 3), que relaciona tres esfuerzos con tres deformaciones.

Los cuerpos anisotropicos, con orientacion uniforme, pueden considerarse usando la

matriz D apropiada para el material.

2.2.2.Implementacion Matricial del Método de Elementos Finitos

Se describen los procedimientos matriciales usados en el método de elementos finitos
aplicado a problemas de andlisis de tensiones. Estos métodos incluyen el ensamblaje
de elementos, la imposicion de condiciones de contorno, la solucion del sistema de
ecuaciones para obtener las cantidades nodales y el procesamiento de elementos

para obtener cantidades tales como las tensiones (Jouglar, 2002).
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2.2.2.1. Expresion matricial de la energia potencial total.

Consideremos un cuerpo plano que puede representarse mediante un dominio
bidimensional Q discretizado mediante elementos finitos. La energia potencial total V
de un cuerpo eléstico lineal viene dada por la suma de la energia potencial de

deformacion U y de la energia potencial V, asociada al trabajo de las fuerzas externas.
V=U+V, (2.44)

La energia potencial de deformacion U se puede expresar como:
1
U= —f e’ DehdQ (2.45)
2 Q

Donde ¢ es el vector de deformacién, D es la matriz constitutiva y h es el espesor.

£, 1 v 0
E |v 1 0

ez[sy , D=1 Loy (2.46)
Yxy 0 0 >

La energia potencial V, asociada al trabajo de las fuerzas externas es:
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V, = —f bTuhdQ —f tTuhdT (2.47)
Q r

Donde b es el vector de fuerzas de volumen, t es el vector de fuerzas de superficie y u

es el vector de desplazamientos.

b= [E;] t= [E;] u=|| (2.48)

Luego la energia potencial total se puede expresar como:

1
V=U+V, = > f £TDehdQ — f bTuhdQ — f tTuhdT (2.49)
Q Q T

Si usamos una aproximacion por elementos finitos es necesario dividir el dominio Q en

elementos y podemos expresar la energia potencial total como:

nel 1
V=U+V, = ZE f £TDehdQ — f bTuhdQ — j TuhdT  (2.50)
il Q T

Siendo nel el niumero de elementos, Q. la regién ocupada por cada elemento y T, su
contorno cargado.
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Para poder obtener una aproximacion por elementos finitos debemos aplicar el método
de Rayleigh-Ritz utilizando los campos de desplazamientos u formados por las

funciones de forma de los elementos finitos.

2.2.2.2. Aproximacién por elementos finitos.

El primer paso para obtener una aproximacion por elementos finitos es realizar una
discretizacion del dominio. Esto es, debemos generar una malla de elementos finitos

gue cubra todo el dominio.

Ademas debemos numerar los nodos de la malla, que son aquellos puntos que tienen
asociadas coordenadas generalizadas. Para el caso particular de analisis de tensiones
las coordenadas generalizadas son los desplazamientos nodales. Asi para el nodo i
sus desplazamientos nodales seran u; y v;. Consideremos una aproximacion por

elementos finitos de los desplazamientos u, como:

Figura 2.10. Discretizacion de un dominio Q.
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n n

=) uNiGey), v= ) viNiCey) (2.51)

i=1 i=1

Donde u;, v; son los desplazamientos nodales. Cada funcién de prueba N; se compone
de las funciones de forma asociadas al nodo i de todos los elementos que contienen
ese nodo, esto es:

nel

NiCoy) = DN (x.y) (252)
e=1

Donde nel es el nmero de elementos de la malla.

Ademas, los desplazamientos u€, v€ en cada elemento se pueden expresar como:

nnod nnod
ut = z u'Nj(x,y), ve= Z viN;(x,y) (2.53)
=1 =1

Donde nnod es el nimero de nodos del elemento. Nétese que en este caso el indice j
se refiere a la numeracion local del nodo en el elemento. Asi, por ejemplo, para un

triangulo de 3 nodos los desplazamientos sobre el elemento son:

u® = Nfuf + NSu§ + NSu§ (2.54)
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v® = Nivi + N5v§ + NSv§
Esta ecuacion puede escribirse matricialmente como:

u€ = Né&de

Figura 2.11 Desplazamientos nodales para el triangulo de 3 nodos.

Siendo N¢ la matriz de funciones de forma del elemento:

_ [N O :iNS 0 :NEO

e
N"=]0o Ne:g NS: o NS

Y d€ es el vector de desplazamientos nodales del elemento:
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d® ={uf v{ : u§ v§ i u§ v§ (2.58)
En forma particionada la matriz de funciones de forma se puede escribir como:

Ne = [N&: N¢: N¢J (2.59)

Donde las submatrices Ni que estan asociadas a cada nodo del elemento son:

(2.60)

e = 0]

El vector d® de desplazamientos nodales del elemento se puede también expresar en

forma particionada como:

de ={dg (2.61)

Donde los vectores df que estan asociados a los desplazamientos de cada nodo i del

elemento son:

ds = {“z} (2.62)
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Siendo uf, v{ los desplazamientos del nodo i del elemento.

2.2.2.3. Matriz gradiente.

Si se reemplazan los campos de desplazamientos aproximados por elementos finitos

en las expresiones de las deformaciones, en cada elemento tenemos:

gue _ON§

LONg o ONS
x = ox _ ox 17 x

us§ + I

ave ON§ _  ONS _  ON§

e

Sy:(?y_ayvl+6yvz+6yV§
ONf ., ONf _ ON; _ ON; _ ON3 _  ON3 |
yxy=OXu1+6yV1 6xu2+6yV2+6Xu3+6yV3

y en forma matricial:

(0w y @ANf o ONg o ON§ (U5)
0x dx . 0x . 0x !
av® ONS : ONS : ON§ e
e= =0 —Lio —2io U
dy dy dy : ay | | vz
aue+ave ON§ ON§ i ONS ON§ : ON§ ONS e
\ox ady) Llay ox *ady d9x  dy oOx W;?J

Y en forma abreviada:
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£ = Bed® (2.67)

Donde B¢ es la matriz gradiente del elemento y d® es el vector de desplazamientos
nodales del elemento. En forma particionada la matriz gradiente se puede escribir

como:

Be = [BS i BS: BS] (2.68)

Donde las submatrices Bf que estan asociadas a cada nodo del elemento son:

[ON?
0x

ON®

(2.69)

ON{ ON?
[ dy  0Ox |

Observemos que un caso general la matriz gradiente del elemento B¢ estara

compuesta de tantas submatrices B como nodos tenga el elemento.

2.2.2.4. Matriz de rigidez y vector de cargas nodales

equivalentes.

Si reemplazamos los campos de desplazamientos aproximados por elementos finitos

en la expresion de la energia potencial total tenemos:
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v =y~ [, de"BeTDBed*hdQ — [, d°"N*"bhdQ — [, d°"Ne"thdT (2.70)

Definiendo la matriz de rigidez del elemento como:

Ke =f Be'DBeh dQ (2.71)
Q

e

Esta matriz es una matriz cuadrada de dimension igual a la cantidad de
desplazamientos nodales del elemento y definiendo ademas al vector de cargas

nodales equivalentes del elemento como:

fe = f NeTb h dQ +f NeTth dT (2.72)
Q T

e e
Luego la energia potencial total se puede expresar como:

nel

1
V= Z SdeTRede - defe (2.73)
e=1

Si empleamos la forma particionada para las matrices gradiente del elemento B¢
entonces la matriz de rigidez del elemento K€ se puede expresar en forma particionada
como:
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e e e
11 12 13
e — e e e
K® = 21 22 23 (274)

e e e
31 32 33

Siendo:

Kfj:f B¢ DB h dQ (2.75)
Q

e

La submatriz de rigidez del elemento que relaciona los nodos numerados localmente

como i,j en el elemento.

Si definimos al vector d de desplazamientos de la malla con n nodos, como:

fdﬂ
d,
d=<"; (2.76)

\d, J

Entonces la energia potencial de deformacion se puede expresar como:
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nel nel

U= Eide Kede = ZEdTK d 2.77)
e=1 e=1

Siendo K la matriz de rigidez global formada por las submatrices Kj; valen:

Esto es, si dos nodos estan vinculados por un elemento, entonces dicho elemento

debe contribuir con una submatriz a la matriz de rigidez global.

Por otro lado, la energia potencial de las fuerzas externas se puede expresar como:
V, = —dTf (2.79)

Siendo f el vector de fuerzas externas global cuyas componentes f; valen:

nel

f = Z fe (2.80)
e=1

Finalmente, la energia potencial total queda:

1
V=>d'Kd~d"f (2.81)
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Aplicando Rayleigh-Ritz debemos minimizar esta expresidn respecto de las

coordenadas generalizadas, que en este caso son los desplazamientos nodales d,
esto es:

W o kd—f=0 2.82
od B (282)

Resultando el siguiente sistema de ecuaciones:

Kd=f (2.83)

Que tiene por incognitas a los desplazamientos nodales de toda la malla. En general,
algunos de estos desplazamientos tendran valores prescritos por lo que no seran
incégnitas, en este caso deberiamos eliminar la linea correspondiente a este
desplazamiento de la matriz de rigidez global. Obsérvese que el primer paso para
resolver este sistema de ecuaciones es el montaje de la matriz K y del vector f a partir

de las contribuciones de los elementos, este proceso se denomina ensamblaje.
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2.3.Elementos de Contornos.

2.3.1.ldeas Basicas Acerca del Método de Elementos de

Contorno:

Tanto el MEF como el MED pueden clasificarse como métodos numeéricos de
“dominio”. En esta clase de técnica el dominio Q de definicion del problema, o dominio
de célculo, se divide en subdominios, celdas o elementos. Luego la aproximacion
numeérica a la solucién del problema de campo se elabora a partir de las funciones
gue satisfacen por su definicion, las condiciones de contorno del problema de modo

parcial o total, Castro y Duran 2005.

Otra forma para poder construir la aproximacion numérica es utilizar funciones que
satisfagan las ecuaciones del problema en el dominio Q, aunque no cumplan de
entrada las condiciones de contorno. Este tipo de técnicas se conocen, por

contraposicion a las anteriores, como métodos de “contorno”.

El MEC es un método de contorno. El término “elementos de contorno” consiste en
tomar el contorno del dominio de célculo y dividirlos en una serie de “elementos” sobre
las cuales las funciones de aproximacion pueden variar de determinada manera, del

mismo modo que sucede en el MEF.
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Figura 2.12 Método de elementos de contornos: a. Problema de dominio interno, b. Problema
de dominio externo

2.3.2.Formulacién Integral de los Elementos de Contorno:

Se considera un dominio finito, elastico, homogéneo e is6tropo Q, limitado por un
contorno finito I, donde los superindices denotan dos estados independientes de

esfuerzo y deformacion.

El objetivo es minimizar el error de la aproximacion numérica de la ecuacion de

gobierno en elastostatica:
ka,j + bk =0 (284‘)
en Q, donde se deben satisfacer las condiciones de desplazamientos:
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en I, y las condiciones de tracciones

Pk = OkjNj Dk (2.86)

en I,. Si se quiere minimizar la ecuacion 2.84, se necesita multiplicar por una funcion

de tipo uy' y ortogonalizar el producto

Jo(0kjj + bi)idQ =0 (2.87)

Al integrar por partes se consigue la expresion:

fQ(O_k]'])ude + fobkude = - frpkllkdr + frpkukdr (288)

Esta expresion es la correspondiente al Teorema de reciprocidad de Betti, el cual es
usado como punto de partida de la formulacion integral del contorno. Se puede
apreciar que los dos términos del lado derecho de la expresion son integrados sobre el
contorno del dominio. El contorno del dominio se divide en dos partes I, y I, los
cuales se les asigna las condiciones de contorno definidas en 2.85 y 2.86

respectivamente.

Entonces se puede escribir

J o (6, )uedQ + [ o byt dQ)
= — frlpkukdr - frzﬁkukdr + frlﬁkz')kdr + fﬂzﬁk}ﬁkdr (289)
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Las barras representan los valores conocidos de los componentes de los
desplazamientos y de las tracciones. Integrando por partes dos veces la primera

integral en 2.89 obtenemos

[ (01 + b)ixdQ = [, (P — Bl + j Gl @90)
1

Esta expresion generalizada puede ser usada para obtener la ecuacion integral del
contorno. Establecido esto se puede retornar a la expresion 2.89 usando las
soluciones fundamentales como funciones de peso, las cuales son obtenidas de la

aplicacién de una carga puntual b = A' en la direccién del vector unitario e
61+ A'e, =0 (2.91)
Las soluciones fundamentales son escritas de la siguiente forma

u.k = u'lkel (292)

Pk = Dike€ (2.93)

donde uy’ y pk son k componentes de desplazamientos y tracciones debidos a una
carga puntual unitaria aplicada en la direccion I. La primera integral en 2.89 en la

direccidn g de la carga unitaria
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fQ(a'kj’j)ude = fQ(o"lj,j)uldQ = —fQAiuleldQ = —uliel (294)

donde u/ representa la componente | de los desplazamientos en el punto i donde se
aplica la carga. La ecuacion 2.89 puede ser escrita representando los tres
componentes del desplazamiento por separado en i tomando las tres direcciones de la

carga puntual independientemente

uj + [, Gu)udl + [, Gyt dl
= frl(‘lllk)pkdr + fr3 (u]k)ﬁkdr + foujkbde (295)

Se puede apreciar que cuando se aplica una carga puntual unitaria en una direccion
especifica, los desplazamientos y las tracciones en cualquier punto del dominio
presentaran componentes en dos o tres direcciones, mientras que los términos oy
seran diferentes de cero solamente en la misma direccion en la cual la carga fue
aplicada. Si se consideran las dos partes del contorno y se aplican las condiciones de

contorno, se obtiene

uf + [ Gudwedl = [ Qu)pedl + [ quiebpdQ (2.96)

Esta ecuacion es conocida como la Identidad de Somigliana y obtiene el valor de los

desplazamientos en cualquier punto interno del dominio en términos de los valores de
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los desplazamientos en el contorno, las fuerzas sobre el dominio y las ecuaciones

fundamentales conocidas.
2.3.3.Soluciones fundamentales de elementos de contornos

Las soluciones fundamentales relacionan los desplazamientos y las tracciones, en el
punto de integracidon que se encuentra en el contorno, con la aplicacion de una carga
puntual unitaria en un punto que puede pertenecer al dominio Q o al contorno I'. Estas
funciones son debidas a Lord Kelvin y corresponden a las soluciones singulares de la

ecuacion de Navier.

Se considera la ecuacion de equilibrio
O-lj,j + bl =0 (297)

Sustituyendo en la ecuacion anterior las relaciones de esfuerzo deformacion

8y €mm + elj] (2.98)

%= #[1—21/

y la ecuacion deformacion desplazamiento,

1
€1j = E(ul,j + u]',l) (299)
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obtenemos la ecuacidon de Navier o ecuacion de equilibrio en funcion de los

desplazamientos

1 1
(1_—21/) uj,jl + ul,jj + ;bl =0 (2100)

De la ecuacion de Navier se obtiene la solucion de Kelvin, en la cual una carga puntual
unitaria es aplicada en el punto i en la direccibn del vector unitario e. En tres

dimensiones la solucién fundamental para problemas en elastdstatica esta dada por

Uy = m[@ — 4v)8y + 11 (2.101)

1 ar

D = — 8l =2 lon [ = 2v)8y + 3ryry] + (1 =2v) (1 — 1, l)] (2.102)

y para problemas en dos dimensiones

, 1 1

e = g Ty [(3 —4v)in—dy + T,zr,k] (2.103)
. 1 or
Pue = ~ o =y lon [ =208y + 2ryry] + (1= 2v)(mre — 1, l)] (2.104)
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2.3.4.Puntos en el contorno

La ldentidad de Somigliana permite conocer los desplazamientos en cualquier punto
interno del dominio, una vez que ux y px son conocidos en cada uno de los puntos del
contorno, en consecuencia sélo cuando el problema en el contorno ha sido resuelto,
pueden ser calculados los valores de los puntos internos. Sin embargo, dado que la
ecuacion 2.96 es valida para cualquier punto en el dominio Q incluyendo I', se puede
obtener una expresion integral de contorno, llevando la ecuacion 2.96 al contorno TI.
Esta expresion es aplicada en diferentes puntos sobre ' para generar un sistema de
ecuaciones, el cual una vez resuelto, proporciona los valores en el contorno. Cuando
el punto de colocacion (o punto fuente) i es llevado al contorno I, las integrales
presentan diversos tipos de singularidades. Si se considera que el contorno es suave
en i, se puede utilizar una semiesfera con centro en i, de un radio € muy pequefio.
Tomando el limite cuando € — 0, definiendo la integral sobre I en el sentido de Valor

Principal de Cauchy, la ecuacién 2.96 toma la forma

Cliku,i( + fr}ilkukdr = fritlkpkdr-l— anlkbde (2105)

. . 1
donde I" es suave en i, es decir, ¢;,,i = ——
267k
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CAPITULO 3
Marco Metodoldgico

3.1.Tipo de Investigacion

El presente proyecto de investigacion se considera dentro del campo de las ciencias
aplicadas, ya que hace uso de las matematicas aplicadas al modelado de elementos

mecanicos para la simulacion de su comportamiento real.

3.2.Técnicas e instrumentos de obtencion de datos

3.2.1.Registro Historico

Se basa en la utilizacidbn y procesamiento de informacién de tipo experimental y
bibliografica existente que involucra el comportamiento de los valores de

concentradores de esfuerzos para los modelos mecanicos a implementar.
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3.2.2.Céalculos Computacionales

3.2.2.1. Codigo BEM

Se utilizard un cdédigo Fortran basado en elementos de contorno para la
implementacion de los modelos seleccionados para la determinacion de los valores de

concentradores de esfuerzos, cuyos resultados seran objeto de validacion.

3.2.2.2. Softwares Comerciales

Se basara en la implementacién de los modelos mecénicos seleccionados, para la
determinacion de los valores de los concentradores de esfuerzos en dos programas de

uso comercial cuyos resultados sean ampliamente aceptados como validos.

3.3.Recursos a utilizar

Para la implementacion de los modelos mecénicos objeto de estudio se dispone de los
equipos y software de la linea de investigacion de “Simulacion Numérica y Modelado

Computacional” de la Escuela de Ingenieria Mecanica de la Universidad de Carabobo.
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3.3.1.Equipo

Computadora de escritorio,b, CPU Core 2 Duo @ 2.8 GHz de velocidad de
procesamiento de datos, 250 Gb de memoria en disco duro, 2Gb de memoria en RAM,
Tarjeta de video ATl Radeon de 250 Mb, Unidad de DVD, ambiente Windows.

3.3.2.Software

3.3.2.1. Codigo BEMUC

Cdbdigo desarrollado en Fortran basado en el Método de Elementos de Contorno.
Cddigo cuyos resultados seran objeto de validacion.

3.3.2.2. Software Abaqus

Software de uso ampliamente difundido a nivel de disefio en ingenieria, este hace uso
del Método de los Elementos Finitos para realizar los coOmputos necesarios de

simulacion.
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3.3.2.3. Software BeFe

Software de reciente desarrollo que tiene la ventaja de realizar simulaciones a partir de
la utilizacion de los dos métodos numéricos considerados en el presente trabajo de
investigacion; el método de los elementos finitos y el método de los elementos de

contorno.

3.4.Técnicas de Analisis de Datos

A partir de la implementacion de los modelos mecanicos en el codigo Fortran y los
softwares escogidos se obtendran una serie de valores de concentradores de
esfuerzos que serviran para construir graficas similares a las ampliamente utilizadas
en mecanica clasica, que fueron obtenidas a través de valores estadisticos
experimentales. El estudio en conjunto de estas graficas permitira llevar a cabo un
analisis de convergencia y de estabilidad de los valores obtenidos por el codigo a
validar en comparacion con los valores estadisticos y los obtenidos a partir de los otros

softwares utilizados.
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CAPITULO 4
Desarrollo del Trabajo

4.1.Consideraciones Generales

En el este Capitulo se presentan los criterios y procedimientos empleados en el

desarrollo del trabajo de investigacion.

Para hacerse una idea de la aproximacion a la realidad que se puede obtener de los
resultados generados a partir de la simulacidon de modelos mecanicos utilizando el

coédigo BEMUC se sigui6 el siguiente esquema:

e Se seleccionan dos geometrias cuyos concentradores de esfuerzos son
ampliamente conocidos, es decir, con una data experimental ampliamente
validada y cuyos resultados se encuentran publicados en el libro Perterson’s
Stress Concentration Factors.

e Se elaboran las graficas de los valores de concentradores de esfuerzos para las
geometrias seleccionadas evaluando las ecuaciones publicadas en dicho libro.

e Haciendo uso del codigo BEMUC se llevaron a cabo varias simulaciones en
donde se computd el concentrador de esfuerzos para estas geometrias,
construyéndose las mismas curvas que se obtuvieron a partir de la data

experimental.
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e Haciendo uso del software comercial Abaqus™, se llevaron a cabo las
simulaciones necesarias para construir las mismas curvas obtenidas a partir de
la data experimental.

e Haciendo uso del software comercial BeFe, se llevaron a cabo las simulaciones
necesarias para construir las mismas curvas obtenidas a partir de la data
experimental.

e Con este marco de referencia se realiz6 un andlisis comparativo de los
resultados obtenidos a partir del cédigo BEM-UC, observando el grado de

convergencia y estabilidad de los valores computados.

El uso de datos obtenidos a partir de distintos métodos, a saber; Data Experimental,
Simulacién por el método de Elementos Finitos (Abaqus™), y Simulacién por el
Método de Elementos de Contorno (BeFe) se considera necesario en el andlisis para
dar un contexto a las posibles divergencias entre los valores obtenidos desde el

cbédigo BEMUC y la data experimental, que es sin duda la referencia al valor real.

Para la seleccion de las geometrias se le di6 preferencia a aquellas que poseyeran
contornos curvos por presentar gradientes muy claros y caracteristicos en la

distribucion de los esfuerzos en el entorno del concentrador de esfuerzos.

4.2.Data Experimental

Las geometrias seleccionadas se presentan a continuacion.
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4.2.1. Caso 1. Lamina finita, delgada, sometida a tensién con

muescas en forma de U opuestas.

De las curvas mostradas en la Grafica 4.1 se selecciond la que corresponde a la
relacion H/d = 1.05 debido a que, segun comentarios del autor, esta curva es la que

mejor se ajusta a los datos experimentales.

Para obtener los valores de K, se evaluaron C;, C,, C3 y C4 manteniendo la relacion
H/d = 1.05 y se establecieron 10 geometrias haciendo variar la relacion r/d de tal
manera que se lograron 10 puntos uniformemente distribuidos a lo largo del eje de las

abscisas.

Estas mismas geometrias se modelaron luego para ser utilizadas en las simulaciones

generadas en Abaqus™, BeFe y el Cédigo BEMUC.

4.2.2. Caso 2. Lamina finita, delgada, sometida a tension con un

agujero circular.

La curva correspondiente a la data experimental se generé a partir de la ecuacion
mostrada en la Grafica 4.2 de Ktn donde se establecieron 10 geometrias haciendo
variar la relacion d/H de tal manera que se lograsen 10 puntos uniformemente

distribuidos a lo largo del eje de las abscisas.

Estas mismas geometrias se modelaron luego para ser utilizadas en las simulaciones

generadas en Abaqus™, BeFe y el Cédigo BEMUC.
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Grafica 4.1. Factores de Concentracion de Esfuerzos Ktn para una lamina finita, delgada,
sometida a tension con muescas en forma de U opuestas (Datos de Flynny Roll 1966; Appl y
Koerner 1969; Isida 1953; Ling 1968).
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Gréfica 4.2. Factores de Concentracion de Esfuerzos Ktg y Ktn para una lamina finita, delgada,
sometida a tensién con un agujero circular (Howland 1929-30)
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4.3.Simulaciones

Para las simulaciones en general se siguieron los siguientes criterios.

Se utilizaron las mismas relaciones paramétricas entre las variables geométricas a las

utilizadas para generar las curvas respectivas en las graficas de la data experimental.

Debido a que los programas de simulacion numeérica requieren las propiedades
mecanicas del material de la pieza a modelar para generar los computos, se procedié

a seleccionar uno.

El material seleccionado fue un ASTM A36, se lo considerd conveniente por ser de
amplio uso en la industria nacional y por lo tanto sus propiedades mecanicas son
ampliamente conocidas. Mas aun, de haber sido necesario ensayar en probetas es un
material que se encuentra disponible de forma relativamente sencilla. Teniendo esto
presente se tomaron las propiedades del material publicadas por Hierrobeco en su

pagina Web y se verificd su coincidencia con las publicadas por la ASTM.

Se selecciond un espesor de ldmina comercial para que definiera el espesor de la

lamina a modelar y posteriormente simular por los programas a emplear.

Resumen de las Propiedades Mecanicas del Material:
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Material ASTM A36 / A36M - 04

Densidad 8,000.00 kg/m~3
Mod de Elasticidad E 200 Gpa
Relacion de Poisson 0.29

Esfuerzo de Fluencia 250 Mpa
Deformacioén en 50mm 23 %

Tabla 4.1 Propiedades Mecanicas Acero ASTM A36

Lamina Comercial (Hierrobeco)
Espesor 0.003 m
Ancho 1.01 m
Profundidad 2.00 m
Volumen 0.00606 m~3
Peso 48.48 kg

Tabla 4.2 Caracteristicas Lamina de Acero ASTM A36

Para la implementacion de las simulaciones en los programas a utilizar se consideré

apropiado utilizar cada programa en su contexto.

Esto implica en el caso de Abaqus™, que cuenta con un Pre Procesador con muchas
capacidades y herramientas de modelado, que se modele una probeta en tres

dimensiones que se ajuste a lo que sucede en un ensayo real de las probetas.
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Sin embargo para el caso de BeFe, que es un Software con muchas mas limitaciones
en su Pre Procesador, se hace mas comodo para el usuario establecer criterios y
consideraciones que simplifiquen el modelado y la ejecucion de las simulaciones

respectivas.

Para el Codigo BEM, se tienen pocas posibilidades implementadas en el codigo y se
trabajé evaluando las opciones disponibles, forma parte de las recomendaciones
aportarle al codigo mas herramientas que le permitan abarcar exitosamente mas casos

de estudio.

4.3.1.Simulaciones con el Software AbaqusTM

4.3.1.1. Geometrias implementadas en las simulaciones.

Caso 1l

Se elaboré una probeta en 3 dimensiones con las siguientes caracteristicas

geométricas.

50.0 50.0

25.0

d
lvBvlvAvAvilv]
,/J

IEEEEREEERL)

Espesor: h=3mm

Figura 4.1 Caso 1. Caracteristicas Geométricas y Condiciones de Contorno.
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Caso 2

Se elabor6é una probeta en 3 dimensiones con las siguientes caracteristicas

geométricas

100.0

50.0 50.0

O,,

12.5

25.0

12.5

Espesor: h=3mm

I REEREXEREX]

vooivoe

Figura 4.2 Caso 2. Caracteristicas Geométricas y Condiciones de Contorno.

4.3.1.2. Procedimiento general de operaciéon para generar

una corrida.

Pre-Proceso

e Se dibuja el sketch de la geometria a implementar.

e Se le asigna un material

e Se establecen secciones a las que se le asignan propiedades

e Se crea un ensamblaje, donde crea una instancia de una parte.
e Se definen pasos (estado inicial, estado sometido a tensién)

e Se especifican los datos de salida

e Se definen las condiciones de contorno

e Se establecen las condiciones de carga

e Se disefa el mallado

0 Se selecciona el elemento a mallar
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0 Se particiona de manera conveniente con miras a poder tener control
sobre una malla estructurada.
0 Se asignan las subdivisiones convenientes a las aristas de la geometria
0 Se generala malla
e Se crea un trabajo

e Se envia al Procesador
Proceso

e El software realiza la simulacion
Post-Proceso

e Se visualizan los resultados

e Se generan reportes tabulados de los datos computados

4.3.1.3. Procedimiento general para la obtenciéon de un

numero valido

4.3.1.3.1. Analisis de Convergencia

Es un procedimiento usual en el analisis por métodos numeéricos en donde se busca
determinar si una discretizacion determinada genera valores estables para las

variables calculadas al realizarse la simulacion.

En el anélisis llevado a cabo con Abaqus™ la estrategia consisti6 en realizar una
primera corrida con una malla considerada “gruesa” que permitié observar las areas en
donde se encontraron los gradientes mas importantes en el valor de las variables

computadas, luego esto permiti6 aumentar considerablemente la cantidad de
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elementos presente en la malla, sobre todo en las areas en donde el gradiente en el
valor de las variables computadas es mas pronunciado, para cada una de las corridas
subsecuentes. Se seleccioné el elemento C3D20R, un cubo de orden cuadratico con
20 nodos de integracion reducida por ser el recomendado por el software para este
tipo de geometrias.

En las siguientes figuras se muestran las particiones hechas a las piezas a fines de
obtener una malla estructurada sobre la que se pudiera tener un control apropiado de

los parametros de control de la malla.

Se observan también ejemplos del mallado “grueso” y del mallado conducente al valor

estable de las variables computadas.

Figura 4.3 Caso 1. Particiones sobre la pieza para mallado convergente.
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Sai Hay 15 1014707 GHT- 0430 200

7

Figura 4.4 Caso 1. Mallado inicial 6 “grueso” (520 elementos).

i, Foaron 3o Toaocian Actceds o fa Pratata
T T.080
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Figura 4.5 Caso 1. Mallado estable (50.392 elementos).
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Figura 4.6 Caso 2. Particiones sobre la pieza.

A5TH ATE
TBAZDS B64.000  AbwawilFlandend 651 Tha Hay 16,03 5615 GHT-04:30 2810

 C.
mael 1
vy s 5,

: Carga o3 Pi o caspa en b peatils o 2 omayar
3
farmea Y 8

Calaimatan Geale Faciast +7.5202412

z

Figura 4.7 Caso 2. Mallado inicial 6 “grueso” (1280 elementos).
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Segus/Sianded 631 The Moy 20 16:41: 7% GHT-0430 2650

22 I caiga e b piobata & arsaye
23

Figura 4.8 Caso 1. Mallado estable (51.136 elementos).

Los valores computados hasta hallar el valor estable se muestran en las siguientes
graficas, en ellas se muestra el valor calculado de Von Misses en funcion de la

cantidad de elementos que contiene la malla.

Se considera que se ha alcanzado un valor estable cuando la variacion porcentual en
la magnitud de la variable calculada varia menos del 1% con respecto a la siguiente

iteracion, esto se muestra en las siguientes graficas.
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250.000.000,00
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S 100.000.000,00
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Gréfica 4.3 Caso 1. Analisis de Convergencia. Esfuerzo de Von Misses.
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Grafica 4.4 Caso 1. Analisis de Convergencia. Variacion Porcentual.
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Von Misses

86.000.000,00
84.000.000,00
82.000.000,00
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Gréfica 4.5 Caso 2. Analisis de Convergencia. Esfuerzo de Von Misses.
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Gréafica 4.6 Caso 2. Analisis de Convergencia. Variacién Porcentual.
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4.3.1.3.2. Optimizacién del Mallado

La cantidad tan elevada de elementos presentes en la malla donde se obtuvieron
valores estables implicé tiempos de calculo-maquina extensos (mas de una hora por
corrida), debido a esto se hizo necesario realizar un analisis que permitiera construir
una discretizacién con una cantidad mucho menor de elementos y que computara
valores con una diferencia inferior al 1% del valor estable calculado para la malla

“densa” previamente obtenida.

Para ello se procurd establecer una elevada concentracion de elementos en las zonas
donde se presentaron gradientes importantes en los valores de las variables

calculadas.

En las figuras 4.9 y 4.10 se muestran las mallas econdmicas obtenidas después del

procedimiento de optimizacion.

Los valores computados hasta hallar la malla 6ptima se muestran en las graficas 4.7 y
4.9, en ella se muestra el valor calculado de Von Misses en funcion de la cantidad de

elementos que contiene la malla.

Las diferencias porcentuales entre los valores calculados para las mallas optimizadas

y el valor calculado para la malla estable se muestran en las gréficas 4.8 y 4.10.
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Figura 4.9 Caso 1. Mallado Optimizado (1.112 elementos).

Figura 4.10 Caso 2. Mallado Optimizado (1.065 elementos).
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250.000.000,00
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50.392 30.552 20.800 10.038 1.264 1.112
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Gréfica 4.7 Caso 1. Optimizacién del mallado. Esfuerzos de Von Misses.
5,00
4,00
3,00
©
2 2,00
o
o 1,00
O
o 0,00 > T O—— ——
c
2 -1,00
(&]
@
= -2,00
(U 1
>
-3,00
-4,00
-5,00
50.392 30.552 20.800 10.038 1.264 1.112
=¢=\/ariacion Porcentual 0,00 0,06 -0,04 -0,02 0,39 0,43

Gréfica 4.8 Caso 1. Optimizacion del mallado. Variacién porcentual.
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Grafica 4.9 Caso 2. Optimizacién del mallado. Esfuerzos de Von Misses.
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Grafica 4.10 Caso 2. Optimizacién del mallado. Variacién porcentual.
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4.3.2.Simulaciones con el Software BeFe

4.3.2.1. Geometrias implementadas en las simulaciones.

Caso 1l

Se elaboré una probeta en 2 dimensiones con las siguientes caracteristicas

geomeétricas y condiciones de contorno.

50.0

Espesor: h=3mm

AN AN AN AN AN AN AN AN AN AN AN ARFAY

Lyl

12.5
di2
© © o

Figura 4.11 Caso 1. Caracteristicas geométricas y condiciones de contorno.

Caso 2

Se elaboré una probeta en 2 dimensiones con las siguientes caracteristicas

geomeétricas y condiciones de contorno.

, 50.0

125
12.5-d/2
%

viltll

df2

Espesor: h=3mm

|
! AN AN AN AN AN ANV ANV ANF ARV AR AY

Figura 4.12 Caso 2. Caracteristicas geométricas y condiciones de contorno.
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4.3.2.2. Procedimiento general de operacién para generar

una corrida.

Pre-Proceso

e Se define el Material.

e Se define el método de analisis (Método de los Elementos de Contorno).
e Se define el tipo de Analisis (Esfuerzos y deformaciones planas).
e Se ajustan las tolerancias.

e Se dibujan las geometrias.

e Se subdivide la geometria apropiadamente.

e Se genera el mallado.

e Se definen las regiones de Elementos de Contorno.

e Se definen las condiciones de contorno.

e Se asignan los materiales a los elementos.

e Se crea el estado de cargas.

e Se envia a andlisis
Proceso

e El software realiza la simulacion
Post-Proceso

e Se visualizan los resultados

e Se generan reportes tabulados de los datos computados
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4.3.2.3. Procedimiento general para la obtencién de un

numero valido

4.3.2.3.1. Analisis de Convergencia

Analogo al procedimiento empleado para Abaqus™ se hizo necesario determinar la
discretizacion apropiada que generara valores estables para las variables calculadas

al realizarse la simulacion.

De igual manera, en el andlisis llevado a cabo con BeFe la estrategia consistio en
realizar una primera corrida con una malla considerada “gruesa’ que permitié observar
las areas en donde se encontraron los gradientes mas importantes en el valor de las
variables computadas, luego esto permiti6 aumentar considerablemente la cantidad de
nodos presentes en la malla, sobre todo en las &reas en donde el gradiente en el valor

de las variables computadas es mas pronunciado.

Para la construcciéon del mallado a lo largo del contorno se utilizaron elementos
lineales en las caras del contorno que presentaron forma de linea recta, y en aquellas
qgue presentaron formas curvas se utilizaron elementos cuadraticos, esto por ser la

practica recomendada por el software.

En las figuras 4.13 a la 4.18 se muestran las particiones hechas a los contornos de las
piezas a fines de obtener un control apropiado de los parametros de control de la
malla, se observan también ejemplos del mallado “grueso” y del mallado conducente al

valor estable de las variables computadas.

En las figuras 4.19 y 4.20 se observan los resultados de las corridas con las mallas
seleccionadas, en estas imagenes las barras perpendiculares al contorno muestran
una medida del valor del esfuerzo sobre el contorno de la misma manera que se usan

las gradaciones de colores para los visualizadores en elementos finitos.
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Figura 4.13 Caso 1. Particiones sobre el contorno de la pieza para mallado convergente.

Figura 4.14 Caso 1. Mallado inicial 6 “grueso” (21 nodos).
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Figura 4.15 Caso 1. Mallado estable (40 nodos).

Figura 4.16 Caso 2. Particiones sobre el contorno de la pieza para mallado convergente.
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Figura 4.17 Caso 2. Mallado inicial 6 “grueso” (21 nodos).

Figura 4.18 Caso 2. Mallado estable (42 nodos).
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i

——

Figura 4.19 Caso 1.Post-Proceso. Mallado estable (40 nodos).

0 00nnone

I

==U u u

Figura 4.20 Caso 2. Post-Proceso. Mallado estable (42 nodos).

Los valores computados hasta hallar el valor estable se muestran en las gréaficas 4.11
y la 4.13, en ellas se muestra el valor calculado de Von Misses en funcién de la
cantidad de nodos que contiene la malla, ademas se muestra la variacion porcentual
en el valor de la magnitud de Von Misses de cada iteracion respecto de la anterior, se
considera que se ha alcanzado un valor estable cuando la variacion porcentual en la
magnitud de la variable calculada varia menos del 1% con respecto a la siguiente

iteracion, esto se muestra en las siguientes graficas. Sin embargo, para el caso 2 se
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observé que agregar una cantidad mayor de elementos no agreg6 estabilidad al valor

computado.
90.000.000,00
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80.000.000,00 ‘,.__¢_g.=_
70.000.000,00
g 60.000.000,00
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=¢—\on Misses| 82.867.366 | 81.882.658 | 79.672.517 | 80.561.281 | 80.921.505 | 81.354.101
Gréfica 4.11 Caso 1. Analisis de Convergencia. Esfuerzo de Von Misses.
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Gréafica 4.12 Caso 1. Analisis de Convergencia. Diferencias Porcentuales.
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120.000.000,00
100.000.000,00
A —— e —
" 80.000.000,00
)
(9}
2
S 60.000.000,00
S
= 40.000.000,00
20.000.000,00
0,00
21 28 29 32 35 40 42
=&=—\on Misses | 87.334.7 | 89.977.5 | 96.222.4 | 86.710.2 | 86.974.5 | 88.487.7 | 90.913.4
Gréfica 4.13 Caso 2. Analisis de Convergencia. Esfuerzo de Von Misses.
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Gréfica 4.14 Caso 2. Andlisis de Convergencia. Diferencias Porcentuales.
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4.3.3.Simulaciones con el Cédigo BEMUC

4.3.3.1. Geometrias implementadas en las simulaciones.

Caso 1

Se elaboré una probeta en 2 dimensiones con las siguientes caracteristicas

geomeétricas y condiciones de contorno.

100.0

50.0 50.0

250
d
[T 1]

Figura 4.21 Caso 1. Caracteristicas geométricas y condiciones de contorno.

Caso 2

Se elaboré una probeta en 2 dimensiones con las siguientes caracteristicas

geomeétricas y condiciones de contorno.

100.0

50.0 50.0

12.5

Figura 4.22 Caso 2. Caracteristicas geométricas y condiciones de contorno.
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4.3.3.2. Procedimiento general de operacién para generar

una corrida.

Pre-Proceso

e EIl cédigo BEM-UC no cuenta con Pre-Procesador de manera tal que se debe
construir el archivo de entrada de datos “a mano”. El archivo debe poseer la

siguiente estructura

Formato del archivo INPUT

Campo Contenido Descripcion
1 Titulo 60 caracteres maximo.
2 2 Dimensioén cartesiana (2 dimensiones en el presente estudio).
3 2 Grados de libertad por nodo (2 para problemas elasticos).
4 1 Tipo de analisis (1 para deformacién plana).
5 1 Tipo de region (1 para regiones finitas).
6 0 Tipo de simetria (0 sin simetrias).
7 2 Tipo de elemento (2 para elementos cuadraticos).
8 E Modulo de elasticidad.
9 0 Modulo de Poisson.
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Campo Contenido

10

11

12

13

14

15

16

17

116

# Nodos

# Elementos

Xi, Y

A, B;, Ci

#DBC

Nel, Elres_u
(1:El GdL)

#NBC

Nel, Elres t
(1:El GdL)

Descripcién

Cantidad de nodos presentes en la malla.

Cantidad de elementos presentes en la malla.

Coordenadas de los nodos.

Conectividad de los elementos.

Cantidad de elementos con condiciones de contorno de Dirichlet

(empotramiento).

Especificaciéon de las condiciones de contorno de Dirichlet.
Nel = Namero del elemento a asignar la condicién de contorno.

Elres_u = Valores prescritos para todos los grados de libertad del
elemento: todos los grados de libertad del primer nodo, todos los

grados de libertad del segundo nodo, etc.

Cantidad de elementos con condiciones de contorno de Neumann.

Especificacion de las condiciones de contorno de Neumann.
Nel = Numero del elemento a asignar la condicion de contorno.

Elres_t = Valores prescritos para todos los grados de libertad del
elemento: todos los grados de libertad del primer nodo, todos los
grados de libertad del segundo nodo, etc.
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e Se hace uso del Pre-Procesador de BeFe para dibujar las geometrias, hacer las
discretizaciones necesarias y obtener una malla de elementos cuadraticos.

e A partir del archivo Mesh.Ipt generado por BeFe se obtienen los valores de las
coordenadas de todos los nodos de los elementos, asi como de la conectividad
entre ellos.

e Conocidos los numeros de los elementos y sus coordenadas se le asignan las
condiciones de contorno de Dirichlet y de Neumann a los elementos
correspondientes.

e Se guarda el archivo de entrada de datos con el nombre INPUT

e Se ejecuta el codigo BEMUC.exe

e El codigo escribe un archivo de intercambio llamado BRESULTS y un archivo
de consulta para el usuario llamado OUTPUT en donde se muestra la
informacion organizada de manera que se facilite la revision de la data

suministrada al cédigo.
Proceso

e Se escribe un segundo archivo llamado INPUT2 el cual Unicamente debe llevar
los numeros del elemento inicial y el elemento final sobre los cuales se van a
ejecutar los computos y mostrar los resultados. De querer computar los valores
de las variables en un punto que no se encuentre sobre el contorno sino que

sea interno a la geometria deben indicarse sus coordenadas en este archivo.

Formato del archivo INPUT?2.

Campo Contenido Descripcion

1 Ely El, NUm del elemento inicial Nim del elemento final.

) .y Coordenadas del punto interior a la regidon donde se calcularan los
a a . .
valores de las variables (opcional).
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Campo Contenido Descripcion

n

Yy Coordenadas del n-ésimo punto interior a la regiébn donde se
n I'n , . .
calcularan los valores de las variables (opcional).

Se ejecuta el archivo PostBEMUC, este lee la informacion contenida en los
archivos INPUT, INPUT2 y BRESULTS vy escribe es archivo OUTPUT que
muestra los valores de entrada para los célculos y los valores de las variables

calculados nodo a nodo.

Post-Proceso

Como el cédigo no cuenta con Post-Procesador debe leerse directamente del
archivo OUTPUT generado por PostBEMUC el valor maximo calculado para el
esfuerzo sobre el contorno, se lee a su vez el numero del elemento sobre el que
ocurre y este se identifica sobre el mallado haciendo uso del Pre-Procesador de
BeFe.

4.3.3.3. Procedimiento general para la obtencién de un

numero valido

4.3.3.3.1. Analisis de Convergencia

Tal y como debi6 realizarse previamente con los programas Abaqus™ y BeFe se hizo

necesario determinar la discretizacion apropiada que genere valores estables para las

variables calculadas al realizarse las simulaciones.
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Andlisis comparativo entre un cédigo informéatico de elementos de contorno y programas comerciales.

La estrategia seguida en la utilizacion del codigo BEMUC es semejante a las
manejadas en los casos anteriores, es decir realizar una primera corrida con una malla
considerada “gruesa’ que permitid observar las areas en donde se encontraron los
gradientes mas importantes en el valor de las variables computadas, luego se
aumentaron sucesivamente la cantidad de nodos presentes en la malla, concentrando
la mayor cantidad de nodos en las areas en donde el gradiente en el valor de las

variables computadas es mas pronunciado.

Para la construcciéon del mallado a lo largo del contorno se utilizaron elementos
cuadréticos, esto debido a que solamente se puede utilizar un tipo de elemento en
cada mallado y a que los mayores gradientes en las variables de estudio se
encuentran en zonas donde el contorno de las geometrias se componen de lineas

curvas.

En el proceso de obtencion de resultados se observé una distorsion importante entre
los resultados generados a partir de las simulaciones y los resultados que serian
esperados para un software de simulacién por métodos numéricos, se logro establecer
gue esta distorsion estaba inducida por una combinacion de factores desfavorables
tanto en el Pre-Procesador utilizado para generar la geometria y el mallado, como en
el cdédigo BEMUC en si mismo. En el caso del Pre-Procesador se observa que no fue
capaz de generar una curva lo suficientemente “suave” o “uniforme” para la
discretizacion implementada, esto hace que el codigo BEMUC calcule localmente en la
curva una especie de concentrador de esfuerzos al haber una arista recta en angulo
con otra arista recta originando un valor mas alto al esperado que en el caso de una
curva “suave” que es precisamente lo que se esta modelando en estos casos de

estudio.

La solucion implementada para este estudio parte del hecho de que se esta calculando
un pardmetro adimensional, como es el factor de concentracion de esfuerzos, y
consistid en aumentar proporcionalmente la geometria de manera tal que las
tolerancias que maneja el Pre-Procesador fuesen suficientes para generar una curva

“suave” sin aristas con angulos importantes entre ellas.
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Esto plantea la interrogante de hasta cuanto es necesario aumentar las geometrias
para calcular valores estables y convergentes y se resolvio haciendo un estudio
semejante a un andlisis de convergencia, este estudio dio como resultado un factor
geomeétrico, es decir un nimero que debe ser usado para aumentar proporcionalmente

las dimensiones de las geometrias de estudio.

Sin embargo en el proceso de obtencion de este factor geométrico se llego al limite de

cifras significativas que pueden ser manejadas por el codigo BEMUC.

Esto se debe a la forma como esta organizado el archivo de intercambio, que asigna
un espacio limitado de digitos para escribir los nimeros resultado de los cémputos, y
los arregla en columnas en un archivo de texto, cuando la cantidad de digitos supera
el numero de espacios disponibles el codigo escribe una serie de asteriscos en el
espacio donde deberia ir el nimero, causando como consecuencia un error en los

computos subsecuentes y generando una falla generalizada en la corrida.
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Andlisis comparativo entre un cédigo informéatico de elementos de contorno y programas comerciales.

Figura 4.23 Caso 1. Ejemplo de simulacién con irregularidades en el mallado debidas al Pre-
Procesador.
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Figura 4.24 Caso 1. Ejemplo del simulacién con mallado corregido debido a la aplicacién de un
factor geométrico.
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Figura 4.25 Caso 1. Particiones sobre el contorno de la pieza para mallado convergente.

z

Figura 4.26 Caso 1. Mallado inicial 6 “grueso” (34 nodos).
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Figura 4.27 Caso 1. Mallado estable (276 nodos).

Figura 4.28 Caso 2. Particiones sobre el contorno de la pieza para mallado convergente.
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s

Figura 4.29 Caso 2. Mallado inicial 6 “grueso” (64 nodos).

Figura 4.30 Caso 2. Mallado estable (348 nodos).
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Los valores computados para el factor geométrico hasta hallar el valor estable se

muestran en las Graficas 15 a la 18, en ellas se muestra el valor calculado de Sigma

Max sobre el contorno, para una misma malla, considerada muy proxima a la que debe

ser la estable, en funcién del multiplo que debe aplicarsele a la geometria. Asi mismo

se muestra la diferencia porcentual entre los valores obtenidos subsecuentemente,

tomandose en consideracion el mismo criterio del 1% de variacion en el valor de la

magnitud de la variable medida.

Una vez obtenido el factor geométrico a ser implementado en las corridas se

realizaron las simulaciones pertinentes para validar esta vez el mallado a ser utilizado

para determinar los valores de los concentradores de esfuerzos.

El Andlisis de convergencia correspondiente se muestra en las Gréficas 19 a la 22.
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Grafica 4.15 Caso 1. Factor Geométrico. Esfuerzo Sigma Max.
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Grafica 4.18 Caso 2. Factor Geométrico. Variacion Porcentual.
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Grafica 4.20 Caso 1. Analisis de Convergencia. Variacion Porcentual.
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CAPITULO 5
Resultados Obtenidos

5.1.Data Experimental

Las curvas de los concentradores de esfuerzos presentados a continuacion fueron
construidas a partir de la evaluacién de las ecuaciones mostradas en las graficas 4.1y

4.2, siguiendo las indicaciones comentadas en los apartados 4.2.1y 4.2.2
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Gréfica 5.1 Caso 1. Factor de Concentracion de Esfuerzos Ktn. Perterson’s Stress
Concentration Factors.

c
Q 3,40
)
(@] 3,20
N
O
= 3,00
i
° 280
@ \
5 2,60
©
2 \
= 2,40
c
8 \S.t
P 2,20
o
o 2,00
0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5
=¢—Peterson| 2,86 2,73 2,62 2,52 2,43 2,36 2,29 2,24 2,19 2,16

Gréfica 5.2 Caso 2. Factor de Concentracion de Esfuerzos Ktn. Perterson’s Stress
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5.2.Simulaciones con el Software AbaqusTM

Las curvas de los Factores de Concentracion de Esfuerzos Ki, presentadas a
continuacion en las graficas 5.3 y 5.4, fueron construidas a partir de la simulacion de
los modelos de las probetas que se muestran en el apartado 4.3.2.1, haciendo uso del

mallado optimizado mostrado en el apartado 4.3.1.3.2.
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Gréfica 5.3 Caso 1. Factor de Concentracion de Esfuerzos Ktn. Software AbaqusTM.
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Gréfica 5.4 Caso 2. Factor de Concentracion de Esfuerzos Ktn. Software AbaqusTM.

5.3.Simulaciones con el Software BeFe.

Las curvas de los Factores de Concentracion de Esfuerzos Ki, presentadas a
continuacion en las graficas 5.5 y 5.6, fueron construidas a partir de la simulacion de
los modelos de las probetas que se muestran en el apartado 4.3.1.1, haciendo uso del

mallado estable mostrado en el apartado 4.3.2.3.1.
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Gréfica 5.5 Caso 1. Factor de Concentracion de Esfuerzos Ktn. Software BeFe.
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5.4.Simulaciones con el Codigo BEMUC.

Las curvas de los Factores de Concentracion de Esfuerzos Ki, presentadas a
continuacion en las graficas 5.7 y 5.8, fueron construidas a partir de la simulacién de
los modelos de las probetas que se muestran en el apartado 4.3.3.1, haciendo uso del

mallado estable mostrado en el apartado 4.3.3.3.1.

2,400
(D)
©
c 2,200
8 S 2000 ~
-E¥ \-\-\
) (7]
& @ 1,800
o o
O 1,600
L n
S uw
5 1,400
@
o 1,200

1,000

0,07 | 0,09 | 011 | 013 | 0,15 | 0,17 | 0,29 | 0,21 | 0,23 | 0,25

—@—Codigo BEM | 2,072 | 1,936 | 1,837 | 1,764 | 1,703 | 1,656 | 1,615 | 1,580 | 1,551 | 1,527

Gréfica 5.7 Caso 1. Factor de Concentracion de Esfuerzos Ktn. Cédigo BEMUC.
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CAPITULO 6
Analisis de Resultados

6.1.Andlisis de Resultados para el Caso 1.

Se toman las graficas 5.1, 5.3, 5.5 y 5.7 y se condensan en una sola (grafica 6.1) a

fines de facilitar el analisis.

En la grafica 6.1 mostrada a continuacion, se presentan las curvas de las magnitudes

de los Factores de Concentracion de Esfuerzos Kyy,.

En la grafica 6.2 se presenta la diferencia porcentual que tienen los valores de los
Factores de Concentracion de Esfuerzos Ky, obtenidos a partir de las simulaciones,
respecto del valor Ky, obtenido a partir de la data experimental, considerado como
valor real, a fines de observar la desviacidén obtenida de la utilizacién de los programas

de métodos numéricos.
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Grafica 6.1 Caso 1. Factores de Concentracion de Esfuerzos Ktn.
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De las graficas 6.1 y 6.2 se observa que los valores de los Factores de Concentracion

de Esfuerzos Ky, obtenidos mediante la utilizacion de programas de simulacion por

métodos numéricos presentan las siguientes caracteristicas:

142

Comportamientos similares en las curvas de los factores K. mostrando
claramente la validez del uso de simulaciones en general y en particular del
cédigo BEMUC, que se muestra como una herramienta confiable para las
simulaciones en el rango elastico de pequefias deformaciones.

Los niveles de aproximacion a la realidad satisfacen los criterios mas exigentes.
Dentro del campo de investigaciones académicas es comun considerar como
validos valores que se manejen dentro del rango del 5% de diferencia respecto
de los valores considerados como reales o a partir de ensayos en laboratorios,
y dentro del campo de investigaciones cientificas es comdn conseguir como
criterio que esta diferencia debe estar dentro del rango del 2% para
considerarse los resultados como validos.

En general se observa una mayor dispersiéon de los valores obtenidos hacia la
izquierda de la grafica, esto es, donde la relacion r/d es menor, que para este
caso se traduce como un menor valor de r y por lo tanto una curva mas cerrada.
En estas zonas donde las curvas son mas pronunciadas es donde ocurren
mayores gradientes en la distribucion de los valores de concentracién de
esfuerzos, cobrando mucha importancia la capacidad de tengan los Pre-
Procesadores de generar mayados los suficientemente adaptados a las curvas
como para obtener valores reales en la simulacion.

Es de resaltar que los valores obtenidos a partir de los programas BEMUC y

BeFe estan dentro del rango del 1% de diferencia respecto de la realidad.



Andlisis comparativo entre un cédigo informéatico de elementos de contorno y programas comerciales.

6.2.Andlisis de Resultados para el Caso 2.

Se toman las gréficas 5.2, 5.4, 5.6 y 5.8 y se condensan en una sola (gréfica 6.3) a

fines de facilitar el analisis.

En la grafica 6.3 mostrada a continuacion, se presentan las curvas de las magnitudes

de los Factores de Concentracion de Esfuerzos K.

En la grafica 6.4 se presenta la diferencia porcentual que tienen los valores de los
Factores de Concentracién de Esfuerzos Ky, obtenidos a partir de las simulaciones,
respecto del valor Ky, obtenido a partir de la data experimental, considerado como
valor real, a fines de observar la desviacion obtenida de la utilizacion de los programas

de métodos numéricos.
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Gréfica 6.3 Caso 2. Factores de Concentracion de Esfuerzos Ktn.
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De las graficas 6.3 y 6.4 se observa que los valores de los Factores de Concentracion

de Esfuerzos Ky, obtenidos mediante la utilizacion de programas de simulacion por

métodos numéricos presentan las siguientes caracteristicas:
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Comportamientos similares en las curvas de los factores Ki,.

En general los niveles de aproximacion a la realidad satisfacen los criterios méas
exigentes. Todos los valores obtenidos con excepcion de uno se encuentran
dentro del rango del 5%, mas aun, todos los valores con excepcion de dos se
encuentran dentro del rango del 2% de diferencia respecto de la realidad. Es
notorio observar que estos dos valores pertenecen a la data calculada con el
coédigo BEMUC, vy su diferencia se debe sobre todo a la incapacidad del Pre-
Procesador empleado para generar un mallado lo suficientemente ajustado a la
geometria, como se sigue en el apartado 4.3.3.3.1, sin embargo este mismo
Pre-Procesador, el del programa BeFe, fue capaz de de generar una malla
aceptable para ser usada por el Procesador de BeFe, y obtener valores todos
dentro del rango del 2%, esto es debido a las tolerancias manejadas por el
software, BeFe se maneja con menos decimales que BEMUC y esto lo hace
“ciego” a estas pequenias irregularidades en el mallado, que al ser computadas
por BEMUC se convierten en una diferencia apreciable de los resultados.

En general se observa una mayor dispersiéon de los valores obtenidos hacia la
izquierda de la grafica, esto es, donde la relaciéon d/H es menor, que para este
caso se traduce como un menor valor de d y por lo tanto una curva mas
cerrada. Tal y como se comentd para el Cao 1 es en estas zonas donde las
curvas son mas pronunciadas en donde ocurren mayores gradientes en la
distribucion de los valores de concentracién de esfuerzos, y es donde cobra
mucha mas importancia la capacidad de tengan los Pre-Procesadores de
generar mayados los suficientemente adaptados a las curvas como para
obtener valores reales en la simulacion.

Se puede observar, de la grafica 6.4, que aunque los resultados obtenidos con
BEMUC y BeFe se encuentran notablemente cerca de los valores reales, estos

no presentan una tendencia “suave” en cuanto a la continuidad de la curva que
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presentan, una vez mas, es debido a los mallados que se generaron a partir del
Pre-Procesador de BeFe, un mallado mas ajustado a la curva permitiria obtener

unos resultados méas uniformes.
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Conclusiones

Se pudo validar los resultados obtenidos de BEMUC.

A partir de los computos realizados se obtuvieron valores que se mantuvieron
apegados a la realidad, es decir cercanos a los valores obtenidos a partir de la data

experimental.

Se pudo observar que estos valores obtenidos a partir de BEMUC se encuentran
dentro del mismo rango de exactitud que los valores obtenidos a partir de programas
comerciales y de investigacion académica, indistintamente de si el método numérico
empleado es el Método de Elementos Finitos o el Método de los Elementos de

Contorno.

Se observd que el cddigo presenta limitaciones en cuanto a la cantidad de cifras
significativas que puede manejar, siendo esta condicion un factor a tener en cuenta al

momento de abordar un caso de estudio.

Se observé que la dependencia actual de un Pre-Procesador externo obliga a realizar
consideraciones particulares, deben ser evaluadas y consideradas las posibles
limitaciones del Pre-Procesador pues estas afectan directamente los resultados

obtenidos.

A la luz de los resultados obtenidos se puede asegurar que es perfectamente posible

desarrollar una aplicacion propia a partir del codigo BEMUC que sea confiable en la
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implementacion de modelos mecanicos, que vayan a ser simulados en el rango

elastico de pequefias deformaciones.
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Recomendaciones

Se sugiere tomar en cuenta las siguientes recomendaciones con miras al desarrollo de
una aplicacion propia que permita llevar a cabo un estudio completo sobre un modelo

mecanico

Dotar a BEMUC de un Pre-Procesador propio que maneje una cantidad apropiada de
decimales que le permitan a BEMUC realizar los calculos requeridos sin la necesidad
de requerir de artificios tales como un cambio de las unidades usadas en el modelado
o el uso de factores geométricos que hagan mas complicado el proceso de

implementar un modelo para su posterior analisis.

Dotar a BEMUC de un Post-Procesador que permita visualizar en pantalla los

esfuerzos y las deformaciones calculadas sobre el modelo.

Modificar el cddigo de tal manera que permita la utilizacion de mas de un tipo de
elemento sobre un mismo modelo, esto a fines de obtener una malla 6ptima con la

menor cantidad de nodos posible.

Revisar el codigo y realizar los cambios que se consideren pertinentes en cuanto a la
declaracion de variables, estructura del archivo de intercambio de datos y tipo de
archivo para el archivo de intercambio de datos, esto a fines de manejar nimeros con
una cantidad mucho mayor de cifras significativas y de decimales. Esto es

particularmente importante pues con el Método de Elementos de Contorno una
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geometria con una elevada relacion de esbeltez arrojaria unos resultados
inaceptables, desde el punto de vista de ingenieria, en donde otra geometria de
dimensiones aproximadamente iguales pero con una relacion de esbeltez menor,
arrojaria valores mas exactos, esto es inherente al método numeérico, y la forma mas

eficiente de combatir este efecto indeseado es con una mayor cantidad de elementos.

Incorporar al codigo mas posibilidades en cuanto a las condiciones de contorno,
actualmente soélo cuenta con empotramiento y deformaciones iniciales conocidas.
Seria de interés agregar “patines” y “pivotes” es decir, restricciones en solo alguna de
las direcciones y no necesariamente en todas al mismo tiempo. Esto le permitiria al
codigo calcular, por ejemplo, problemas con ejes de simetria para regiones finitas. Con

la configuracion actual s6lo se pueden modelar ejes de simetria para regiones infinitas.
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Ejemplos de Archivos usados por

Archivo INPUT.

CASO 2 LAMINA P1 Malla 1

2

2

1

1

0

2

0.200E06

0.29

80

40

0.000 2500.000
0.000 1250.000
0.000 1875.000
0.000 0.000
0.000 625.000
1265.367 0.000
632.683 0.000
2277.660 0.000
1771.513 0.000
3087.494 0.000
2682.577 0.000
3735.362 0.000
3411.428 0.000
4253.656 0.000
3994.509 0.000

4668.292 0.000

BEMUC
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4460.974 0.000
5000.000 0.000
4834.146 0.000
5331.708 0.000
5165.854 0.000
5746.344 0.000
5539.026 0.000
6264.638 0.000
6005.491 0.000
6912.506 0.000
6588.572 0.000
7722.340 0.000
7317.423 0.000
8734.634 0.000
8228.486 0.000
10000.000 0.000
9367.316 0.000

10000.000 1250.000
10000.000 625.000

10000.000 2500.000
10000.000 1875.000

8734.634 2500.000
9367.316 2500.000
7722.340 2500.000
8228.486 2500.000
6912.506 2500.000
7317.423 2500.000
6264.638 2500.000
6588.572 2500.000
5746.344 2500.000
6005.491 2500.000
5331.708 2500.000
5539.026 2500.000
5000.000 2500.000
5165.854 2500.000
4668.292 2500.000
4834.146 2500.000
4253.656 2500.000
4460.974 2500.000
3735.362 2500.000
3994.509 2500.000
3087.494 2500.000
3411.428 2500.000
2277.660 2500.000
2682.577 2500.000
1265.367 2500.000
1771.513 2500.000
632.683 2500.000
4688.000 1250.000
4779.146 1471.147
4711.569 1369.642
5000.000 1563.000
4880.434 1539.048
5221.000 1471.000
5119.608 1538.878
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5313.000 1250.000
5288.878 1369.608
5221.073 1029.073
5288.963 1130.413
5000.000 937.500
5119.625 961.346
4779.073 1028.927
4880.417 961.176
4711.484 1130.379
1 2 3
2 4 5
4 6 7
6 8 9
8 10 11

10 12 13
12 14 15
14 16 17
16 18 19
18 20 21
20 22 23
22 24 25
24 26 27
26 28 29
28 30 31
30 32 33
32 34 35
34 36 37
36 38 39
38 40 41
40 42 43
42 44 45
44 46 a7
46 48 49
48 50 51
50 52 53
52 54 55
54 56 57
56 58 59
58 60 61
60 62 63
62 1 64
65 66 67
66 68 69
68 70 71
70 72 73
72 74 75
74 76 77
76 78 79
78 65 80

2

10.00.00.00.00.00.0

20.00.00.00.00.00.0

2

17 2565 O 2565 O 2565 0
18 2565 0 2565 0 2565 0
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Archivo BRESULTS (Archivo de Intercambio de Datos)

0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
-37.86781 13.97278 -25.22355 0.00000 -22.75198 2.14453
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
-25.22355 0.00000 -37.86790 -13.97282 -22.75200 -2.14453
0.00000 0.00000 0.14465 0.05890 0.07859 0.04785
-37.86790 -13.97282 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.14465 0.05890 0.25971 0.05956 0.20160 0.06006
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.25971 0.05956 0.35643 0.05752 0.30747 0.05857
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.35643 0.05752 0.43965 0.05811 0.39713 0.05709
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.43965 0.05811 0.51128 0.06688 0.47520 0.06109
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.51128 0.06688 0.56541 0.08058 0.53928 0.07357
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.56541 0.08058 0.60244 0.08643 0.58443 0.08481
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.60244 0.08643 0.63946 0.08058 0.62045 0.08481
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.63946 0.08058 0.69358 0.06685 0.66559 0.07356
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.69358 0.06685 0.76519 0.05802 0.72965 0.06104
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.76519 0.05802 0.84844 0.05727 0.80771 0.05694
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.84844 0.05727 0.94568 0.05889 0.89754 0.05812
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.94568 0.05889 1.06458 0.05984 1.00524 0.05958
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
1.06458 0.05984 1.21301 0.05984 1.13874 0.05996
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
1.21301 0.05984 1.21309 -0.00007 1.21318 0.02985
25.65000 0.00000 25.65000 0.00000 25.65000 0.00000
1.21309 -0.00007 1.21305 -0.05998 1.21319 -0.03000
25.65000 0.00000 25.65000 0.00000 25.65000 0.00000
1.21305 -0.05998 1.06461 -0.05995 1.13877 -0.06008
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
1.06461 -0.05995 0.94571 -0.05897 1.00528 -0.05967
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.94571 -0.05897 0.84848 -0.05733 0.89758 -0.05819
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.84848 -0.05733 0.76522 -0.05806 0.80775 -0.05698
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.76522 -0.05806 0.69360 -0.06688 0.72968 -0.06107
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.69360 -0.06688 0.63948 -0.08060 0.66561 -0.07358
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.63948 -0.08060 0.60246 -0.08646 0.62047 -0.08484
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
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0.60246 -0.08646 0.56543 -0.08060 0.58444 -0.08483
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.56543 -0.08060 0.51129 -0.06688 0.53929 -0.07357
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.51129 -0.06688 0.43966 -0.05810 0.47520 -0.06109
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.43966 -0.05810 0.35643 -0.05752 0.39713 -0.05709
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.35643 -0.05752 0.25971 -0.05956 0.30747 -0.05857
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.25971 -0.05956 0.14465 -0.05890 0.20160 -0.06006
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.14465 -0.05890 0.00000 0.00000 0.07859 -0.04785
0.00000 0.00000 -37.86781 13.97278 0.00000 0.00000
0.48398 0.00000 0.51845 -0.03104 0.49290 -0.01660
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.51845 -0.03104 0.60251 -0.04471 0.55691 -0.04107
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.60251 -0.04471 0.68650 -0.03104 0.64808 -0.04105
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.68650 -0.03104 0.72102 -0.00001 0.71205 -0.01663
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.72102 -0.00001 0.68643 0.03102 0.71203 0.01662
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.68643 0.03102 0.60251 0.04461 0.64799 0.04100
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.60251 0.04461 0.51850 0.03102 0.55699 0.04102
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.51850 0.03102 0.48398 0.00000 0.49292 0.01659
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000

Archivo INPUT?2

1 40
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Archivo OUTPUT

Project:
Caso 2 LAMINA P1 Malla 1

Cartesian_dimension: 2
Elasticity Problem

Type of Analysis: Solid Plane Strain
Finite Region

No symmetry

Quadratic Elements

Modulus: 200000.0

Poissons ratio: 0.2900000

Number of Nodes of System: 80
Number of Elements of System: 40
Node 1 Coor 0.00 2500.00
Node 2 Coor 0.00 1250.00
Node 3 Coor 0.00 1875.00
Node 4 Coor 0.00 0.00

Node 5 Coor 0.00 625.00
Node 6 Coor 1265.37 0.00
Node 7 Coor 632.68 0.00
Node 8 Coor 2277.66 0.00
Node 9 Coor 1771.51 0.00

Node 10 Coor 3087.49 0.00
Node 11 Coor 2682.58 0.00
Node 12 Coor 3735.36 0.00
Node 13 Coor 3411.43 0.00
Node 14 Coor 4253.66 0.00
Node 15 Coor 3994.51 0.00
Node 16 Coor 4668.29 0.00
Node 17 Coor 4460.97 0.00
Node 18 Coor 5000.00 0.00
Node 19 Coor 4834.15 0.00
Node 20 Coor 5331.71 0.00
Node 21 Coor 5165.85 0.00
Node 22 Coor 5746.34 0.00
Node 23 Coor 5539.03 0.00
Node 24 Coor 6264.64 0.00
Node 25 Coor 6005.49 0.00
Node 26 Coor 6912.51 0.00
Node 27 Coor 6588.57 0.00
Node 28 Coor 7722.34 0.00
Node 29 Coor 7317.42 0.00
Node 30 Coor 8734.63 0.00
Node 31 Coor 8228.49 0.00
Node 32 Coor 10000.00 0.00
Node 33 Coor 9367.32 0.00
Node 34 Coor 10000.00 1250.00
Node 35 Coor 10000.00 625.00
Node 36 Coor 10000.00 2500.00
Node 37 Coor 10000.00 1875.00
Node 38 Coor 8734.63 2500.00
Node 39 Coor 9367.32 2500.00
Node 40 Coor 7722.34 2500.00

160



Andlisis comparativo entre un cédigo informéatico de elementos de contorno y programas comerciales.

Node 41 Coor
Node 42 Coor
Node 43 Coor
Node 44 Coor
Node 45 Coor
Node 46 Coor
Node 47 Coor
Node 48 Coor
Node 49 Coor
Node 50 Coor
Node 51 Coor
Node 52 Coor
Node 53 Coor
Node 54 Coor
Node 55 Coor
Node 56 Coor
Node 57 Coor
Node 58 Coor
Node 59 Coor
Node 60 Coor
Node 61 Coor
Node 62 Coor
Node 63 Coor
Node 64 Coor
Node 65 Coor
Node 66 Coor
Node 67 Coor
Node 68 Coor
Node 69 Coor
Node 70 Coor
Node 71 Coor
Node 72 Coor
Node 73 Coor
Node 74 Coor
Node 75 Coor
Node 76 Coor
Node 77 Coor
Node 78 Coor
Node 79 Coor
Node 80 Coor

Incidences:

EL 1 Inci 1
EL 2 Inci 2
EL 3 Inci 4
EL 4 Inci 6
EL 5 Inci 8
EL 6 Inci 10
EL 7 Inci 12
EL 8 Inci 14
EL 9 Inci 16

8228.49 2500.00
6912.51 2500.00
7317.42 2500.00
6264.64 2500.00
6588.57 2500.00
5746.34 2500.00
6005.49 2500.00
5331.71 2500.00
5539.03 2500.00
5000.00 2500.00
5165.85 2500.00
4668.29 2500.00
4834.15 2500.00
4253.66 2500.00
4460.97 2500.00
3735.36 2500.00
3994.51 2500.00
3087.49 2500.00
3411.43 2500.00
2277.66 2500.00
2682.58 2500.00
1265.37 2500.00
1771.51 2500.00
632.68 2500.00
4688.00 1250.00
4779.15 1471.15
4711.57 1369.64
5000.00 1563.00
4880.43 1539.05
5221.00 1471.00
5119.61 1538.88
5313.00 1250.00
5288.88 1369.61
5221.07 1029.07
5288.96 1130.41
5000.00 937.50
5119.63 961.35
4779.07 1028.93
4880.42 961.18
4711.48 1130.38

o N
~N 01w

8 9
10 11
12 13
14 15
16 17
18 19

EL 10 Inci 18 20 21
EL 11 Inci 20 22 23
EL 12 Inci 22 24 25
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EL
EL
EL
EL
EL
EL
EL
EL
EL
EL
EL
EL
EL
EL
EL
EL
EL
EL
EL
EL
EL
EL
EL
EL
EL
EL
EL
EL

13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40

Inci
Inci
Inci
Inci
Inci
Inci
Inci
Inci
Inci
Inci
Inci
Inci
Inci
Inci
Inci
Inci
Inci
Inci
Inci
Inci
Inci
Inci
Inci
Inci
Inci
Inci
Inci
Inci

24
26
28
30
32
34
36
38
40
42
44
46
48
50
52
54
56
58 60
60 62
62 1
65 66
66 68
68 70
70 72
72 74
74 76
76 78
78 65

26
28
30
32
34
36
38
40
42
44
46
48
50
52
54
56
58

27
29
31
33
35
37
39
41
43
45
47
49
51
53
55
57
59
61
63
64
67
69
71
73
75
77
79
80

Post-processed Results

Results at centres of Boundary Elements:

Element
Element
Element
Element
Element
Element
Element
Element
Element
Element
Element
Element
Element
Element
Element
Element
Element
Element
Element
Element
Element
Element
Element
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1 Stress:
2 Stress:
3 Stress:
4 Stress:
5 Stress:
6 Stress:
7 Stress:
8 Stress:
9 Stress:
10 Stress:
11 Stress:
12 Stress:
13 Stress:
14 Stress:
15 Stress:
16 Stress:
17 Stress:
18 Stress:
19 Stress:
20 Stress:
21 Stress:
22 Stress:
23 Stress:

-9.293062
-9.293071

24.96226
24.81991
26.07967
28.04937
30.17873
28.50709
24.37696
24.37040
28.50178
30.17030
28.05949
26.21990
25.64820
25.61459
-20.94253
-20.94253
25.61632
25.64821
26.21720
28.06287
30.17450

22.75198
22.75200
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
25.65000
25.65000
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00

-2.144530
2.144530

0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00

0.0000000E+00
0.0000000E+00

0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00



Element
Element
Element
Element
Element
Element
Element
Element
Element
Element
Element
Element
Element
Element
Element
Element
Element
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24 Stress:
25 Stress:
26 Stress:
27 Stress:
28 Stress:
29 Stress:
30 Stress:
31 Stress:
32 Stress:
33 Stress:
34 Stress:
35 Stress:
36 Stress:
37 Stress:
38 Stress:
39 Stress:
40 Stress:

Internal Results:

28.50181
24.37036
24.37700
28.51233
30.17873
28.05274
26.07967
24.81991
24.96226
-14.20787
66.06392
65.93863
-14.02971
-14.01737
66.00623
66.14840
-14.18584

0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00

0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
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Apéndice B
Ejemplo de archivo de intercambio
con falla por error de escritura

Archivo BRESULT.

0.00000 -0.00106 0.00104 -0.00084 0.00055 -0.00100
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00104 -0.00084 0.00173 -0.00042 0.00144 -0.00064
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00173 -0.00042 0.00197 0.00000 0.00191 -0.00021
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00197 0.00000 0.00204 0.00000 0.00202 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00204 0.00000 0.00214 0.00000 0.00208 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00214 0.00000 0.00231 0.00000 0.00222 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00231 0.00000 0.00253 0.00000 0.00241 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00253 0.00000 0.00278 0.00000 0.00265 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00278 0.00000 0.00308 0.00000 0.00293 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00308 0.00000 0.00340 0.00000 0.00324 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00340 0.00000 0.00372 0.00000 0.00356 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00372 0.00000 0.00405 0.00000 0.00389 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00405 0.00000 0.00437 0.00000 0.00421 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00437 0.00000 0.00470 0.00000 0.00454 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00470 0.00000 0.00470 -0.00010 0.00470 -0.00005
*kkkkkkkkkkk 0. OOOOO************ 0.00000************ 0 .00000



0.00470

*kkkkhkhkkkkkk

0.00470

*kkkkkkkkkkk

0.00470
kkkkkkkkkkkk
0.00470
0.00000
0.00440
0.00000
0.00410
0.00000
0.00380
0.00000
0.00350
0.00000
0.00320
0.00000
0.00289
0.00000
0.00257
0.00000
0.00222
0.00000
0.00181
0.00000
0.00131
0.00000
0.00076
0.00000
0.00027
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000

166

-0.00010

0.00470

0.000QQ*****kkkkkkk

-0.00020

0.00470

0.000QQ*****kkkkrkk

-0.00030

0.00470

0.0000Q*****kkkkrssk

-0.00040
0.00000
-0.00040
0.00000
-0.00040
0.00000
-0.00040
0.00000
-0.00039
0.00000
-0.00038
0.00000
-0.00037
0.00000
-0.00035
0.00000
-0.00033
0.00000
-0.00033
0.00000
-0.00042
0.00000
-0.00069
0.00000
-0.00111
0.00000
-0.00136
0.00000
-0.00125
0.00000

0.00440
0.00000
0.00410
0.00000
0.00380
0.00000
0.00350
0.00000
0.00320
0.00000
0.00289
0.00000
0.00257
0.00000
0.00222
0.00000
0.00181
0.00000
0.00131
0.00000
0.00076
0.00000
0.00027
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000

-0.00020

0.00470

0.0000Q******xkkrkk

-0.00030

0.00470

0.000QQ*****wwirrx

-0.00040

0.00470

0.0000Q****kkkrkk

-0.00040
0.00000
-0.00040
0.00000
-0.00040
0.00000
-0.00039
0.00000
-0.00038
0.00000
-0.00037
0.00000
-0.00035
0.00000
-0.00033
0.00000
-0.00033
0.00000
-0.00042
0.00000
-0.00069
0.00000
-0.00111
0.00000
-0.00136
0.00000
-0.00125
0.00000
-0.00106
0.00000

0.00455
0.00000
0.00425
0.00000
0.00395
0.00000
0.00365
0.00000
0.00335
0.00000
0.00305
0.00000
0.00274
0.00000
0.00240
0.00000
0.00202
0.00000
0.00157
0.00000
0.00104
0.00000
0.00049
0.00000
0.00012
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000

-0.00015
0.00000
-0.00025
0.00000
-0.00035
0.00000
-0.00040
0.00000
-0.00040
0.00000
-0.00040
0.00000
-0.00039
0.00000
-0.00039
0.00000
-0.00038
0.00000
-0.00036
0.00000
-0.00033
0.00000
-0.00032
0.00000
-0.00036
0.00000
-0.00053
0.00000
-0.00089
0.00000
-0.00129
0.00000
-0.00131
0.00000
-0.00119
0.00000
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